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IN MEMORIAM ROGER LYNDON
In this study we define a new family of free automorphisms called trans¤ections
which generalise the Whitehead automorphisms. This leads to a new presentation
of the group of free automorphisms and to a partial generalisation of McCool's
well known result on the presentation of certain of its subgroups. We study the
``linear'' characteristics of transvections with the use of Fox free differential
calculus. The groups generated by these automorphisms form the family of
trans¤ection groups that one could name the pre-classical groups. We give some
simple examples of these groups, which we shall study further throughout the
following papers. Q 2000 Academic Press
INTRODUCTION
The aim of this study and of the papers that will follow is to provide a
Ž .first step toward a nongeometric presentation of the groups of automor-
phisms of surface groups. We shall establish in particular that the alge-
braic mapping class groups of orientable surfaces of genus g, with m
points removed and p boundaries, are generated by finite, explicit, and
comprehensive sets of free automorphisms that are trans¤ections. This
shows that these groups of automorphisms are pre-classical groups, a family
of groups that arises naturally and consists of those subgroups of the group
of automorphisms of the free group, and their natural images, generated
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by transvections and rotations.1 There is a strong conjecture too that
important families of these transvections groups have a hereditary presenta-
tion; this means that those relations of the presentation of the automor-
phisms group of the free group that apply to their generators are suffi-
cient. This seems to be the case in particular for the family of the
stabilisers of quadratic sets of words to which the pre-images of the auto-
morphisms groups of surfaces groups belong.
Ž w x w xMost of the features that exist in the classical groups see Dehe , Dieu ,
w x.or Weyl can be rediscovered in the pre-classical groups via the free
group ring and Fox free differential calculus, with of course the intrinsic
Ž .specificity of these structures whose freedom induces less liberty! , that is,
transvections, quadratic forms, alternated or symmetric, symplectic groups,
rotation groups, symplectic transvections and rotations, etc.
The algebraic methods we use belong mostly to the field of combinato-
rial group theory in a traditional sense, which is a question of ``word's
combinatorial,'' as Cohen notes in the introduction of his nice book
w xCohe . They try to fulfill one of the major preoccupations of ``post-mod-
Ž w x.ern'' algebra see the introduction of Smith which is effecti¤e computa-
tion in the appropriate algebraic structure. It is striking, for example, that
all the necessary information to define the mapping class group of a closed
orientable surface rests in just one simple quadratic alternated word and it
is fascinating to try to carry this obvious fact to its ultimate consequences,
as if we would like to understand the genetic code inside some seeds that
will grow into beautiful geometric structures.
w xIn ``Braids, Links and Mapping Class Groups'' Birm.2, p. 150 Birman
asked two questions which we may summarise as:
1. What are the algebraic equivalents of the Dehn twists?
2. What arguments can replace the counting arguments based on the
intersection of curves on surfaces?
The algebraic twists, which are ``symplectic transvections,'' answer the first
question, although they only correspond to a finite subset of Dehn twists,
in one to one correspondence with the factors of the relator of the
fundamental group of the surface. To prove this fact the answer to the
second question is not necessary, as it suffices to extend a result of
w xMcCool McCo.5 using his now classical ``geometric'' methods. But this
question has its own interest. Although we shall discuss it in a subsequent
paper, we can briefly tell that the geometric algorithms used separately by
w x w xDehn Dehn and Lickorish Lick must have an algebraic counterpart that
rests in counting the number of occurrences in one letter as Magnus does
1A skew trans¤ection being a transvection followed by a permutation, rotations are special
skew transvections that we shall study in the next papers. We borrow this terminology from
w xC. Squier's ``skew Nielsen automorphisms'' quoted by Gersten Gers.2 .
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in his improvement of the Nielsen]Artin algorithm for the punctured
w xtorus Magn.1 . All these methods, which may be basically seen as the
noncommutative version of matrix diagonalisation in linear algebra, are
variations of the Whitehead algorithm either in its geometric or in its
algebraic version. The same considerations may be applied to a work like
w xLevit in which was developed a geometric Whitehead algorithm for
surface groups. These more or less obvious correspondences, which are
based on the canonical isomorphism between the geometric and algebraic
mapping class group, and may be seen as a functor from the category of
surfaces to the category of groups, seem to go very deeply into detail. We
shall make these connections precise and explicit in a future work.
In this first paper we begin to define the tools and methods that we shall
use in the forthcoming papers and give some simple examples of transvec-
tion groups.
In Section 1 we define a quite natural generalisation of elementary
Whitehead automorphisms which consists of multiplying on the right a
certain subset of the generators and their inverse with a word instead of a
letter. These are the transvections. In Section 2 we give a new presentation
of the automorphism group of the free group, with the set of elementary
transvections as generators. We use this presentation to partially extend
w xthe results of McCool Mcco.1, Mcco.2 . In Section 3 we use free differen-
tial calculus to get some useful properties of transvections that we shall
need in the subsequent papers. In Section 4 we study some of what we call
the transvection groups or pre-classical groups. It appears that almost all
groups of free automorphisms that have been studied or defined are
generated by elementary transvections, which leads us naturally to bring
together these kinds of groups in the same family. An English version of
this paper will be made available.
I thank the referee for pointing out other examples of pre-classical
w x w xgroups that appear in McCo.3 and Brie as well as interesting connec-
w x w xtions between this work and the works of Brieskorn Brie and Joyce Joyc .
I thank Professor Joan Birman for kindly answering my numerous letters
and e-mails with precious references and encouragement. I am very
grateful to my ``old master'' Professor A. Lentin, who greatly helped me to
revise and improve this paper.
1. GRAPHE CO-INITIAL, COUPURES, TRANSVECTIONS
La notion de graphe co-initial, d'origine geometrique, est un outilÂ Â
classique pour l'etude des equations et des stabilisateurs du groupe libreÂ Â
Ž w x w x.voir par exemple Piol.1 ou Piol.2 , Hoare en fait un bref historique
w xdans l'introduction de Hoar . Cette construction semble etre apparueÃ
pour la premiere fois sous sa forme algebrique dans un article de White-Á Â
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w xhead Whit.1 ou les sommets du graphe sont les generateurs du groupeÁ Â Â
libre et leurs inverses avec, en outre, l'adjonction d'une ``origine'', sommet
particulier qui permet un traitement uniforme des mots circulaires et des
mots ordinaires. Cette singularite commode disparaõt par la suite chez deÂ Ã
Ž w x.numbreux auteurs voir par exemple Lynd puis est reintroduite parÂ
w xHoare Hoar au moyen de l'adjonction au groupe libre d'un generateurÂ Â
particulier e tel que e2 s 1. Notre construction est proche de celle-ci et de
celle de Whitehead, puisqu'elle comporte l'adjonction, a l'ensemble clas-Á
sique des sommets, de l'element neutre du groupe. Nous verrons dans unÂ Â
prochain article que la graphe co-initial joue un role central dans laÃ
structure ``symplectique'' des groupes d'automorphismes des groupes de
surfaces.
DEFINITION 1.1. Nous designons par F un groupe libre de rang fini etÂ Â
superieur a 1 et representons par X l'ensemble des generateurs libres deÂ Á Â Â Â
F, l'ensemble Y s X "1 etant l'alphabet et les elements de Y etant desÂ Â Â Â
Ž .lettres. Les elements du monoõde libre Y * sont des mots. Un mot estÂ Â È
reduit s'il ne possede aucune occurrence d'un facteur xxy1 avec x g Y. UnÂ Á
element w de F, different de l'element neutre 1, s'ecrit de facËon uniqueÂ Â Â Â Â Â
comme un produit reduit d'elements de Y, c'est son unique representantÂ Â Â Â
reduit.Â
Dans toute la suite nous faisons systematiquement la confusion entre unÂ
Ž .element de F et son unique representant reduit dans Y *, des lors queÂ Â Â Â Á
cet abus n'est la cause d'aucune ambiguõte.È Â
Soit w s pvs, un element de F alors le mot p est un prefixe de w, le motÂ Â Â
Âs est un suffixe, p, v, et s sont des facteurs de w. Evidement un prefixe de wÂ
est l'inverse d'un suffixe de wy1 et reciproquement. Pour exprimer qu'unÂ
mot u est facteur d'un mot w on ecrit uew.Â
Soit w / 1, un element de F, dont le representant reduit s'ecritÂ Â Â Â Â
< <x ??? x , la longueur de w est l'entier w s k, pour w s 1 on pose0 ky1
< <w s 0.
On definit les extremites initiale et finale de l'element w, soit respective-Â Â Â Â Â
ment yw et qw, en posant yw s xy1 et qw s x . Pour w s 1 on0 ky1
convient que yw sqw s 1. Les applications qui envoient tout w sur yw et
q  4w respectivement sont des surjections de F sur Y j 1 .
Un mot circulaire w est une sequence de lettres ordonnee circulaire-Ã Â Â
ment. De meme qu'un mot ordinaire est traditionnellement ecrit sur uneÃ Â
``ligne'' orientee de gauche a droite, on peut considerer un mot circulaireÂ Á Â
comme ecrit sur un cercle oriente dans le sens des aiguilles d'une montre.2Â Â
Le mot w est reduit s'il ne possede aucune occurrence d'un facteur xxy1Ã Â Á
2Cette convention est conforme a l'usage qui consiste a etiqueter les aretes du polygoneÁ Á Â Ã
canonique representant une surface dans le ``sens negatif'', relativement au sens trigo-Â Â
nometrique adopte par les mathematiciens. Dehn cependant utilisait le sens positif.Â Â Â
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Ž .avec x g Y. Un mot circulaire possede un unique representant circulaireÁ Â
reduit.Â
A tout element w de F, on peut associer de facËon evidente un motÂ Â Â
circulaire w. Lorsque w est reduit on dit que w est circulairement reduit. IlÃ Ã Â Â
est clair que le representant reduit de w coõncide avec la classe desÂ Â Ã È
conjugues de w, certains auteurs definissent d'ailleurs ainsi les motsÂ Â
circulaires. Nous ferons la confusion entre w et son representant reduitÃ Â Â
mais, pour la commodite de l'ecriture, nous serons souvent amene a leÂ Â Â Á
noter au moyen de l'un des elements circulairement reduits de la classe deÂ Â Â
conjugaison associee. Si w est un tel element alors la longueur de w estÂ Â Â Ã
< < < <w s w .Ã
DEFINITION 1.2. Soit W un ensemble de mots sur Y, circulaires ouÂ
Ž .ordinaires. On associe au couple X, W un graphe oriente, le grapheÂ
 4co-initial de W, note W*, dont l'ensemble des sommets est Y j 1 et dontÂ
Žq y .l'ensemble des arcs est constitue des couples u, v tels que w s uv et wÂ Ã
ou w soit un element de l'ensemble W. Pour un mot ordinaire different deÂ Â Â
Ž y . Žq .l'unite on aura donc toujours les arcs 1, w et w, 1 . Par contre un motÂ
Žq y .circulaire w, represente par la sequence w, donne un arc w, w , maisÃ Â Â Â
aucun arc dont une extremite est egale a 1.Â Â Â Á
w xCes conventions sont proches des definitions utilisees par Hoare Hoar ,Â Â
elles permettent non seulement de rassembler en un cas unique les mots
circulaires et les mots ordinaires, mais aussi de representer l'action d'unÂ
automorphisme aux extremites d'un mot non circulaire.Â Â
DEFINITION 1.3. Soit E ; Y, on designe par E9 le complementaire deÂ Â Â
E dans Y.
Soit W un ensemble de mots, une coupure dans W relativement a E estÁ
Ž . 3un couple u, v tel que w s uv et w ou w soit un element de l'ensembleÃ Â Â
Žq y .W et tel que l'arc u, v de W* ait une extremite dans E et l'autre dansÂ Â
 4 Ž . q ŽE9 j 1 . La coupure est dite a droite resp. gauche si u g E resp.Á
y . q yv g E , elle est dite interne si u, v / 1, externe dans le cas contraire.
Ž . Žq y .Le bord de la coupure u, v est le couple u, v . Pour alleger l'ecritureÂ Â
nous designerons par E-coupure une coupure relativement a E.Â Á
On peut associer une representation graphique a cette notion: uneÂ Á
coupure a gauche est representee par une fleche dirigee vers la gauche,Á Â Â Á Â
Žune coupure a droite par une fleche dirigee vers la droite voyez la fi-Á Á Â
.gure 1 .
Nous pouvons maintenant definir une nouvelle categorie d'automor-Â Â
phismes: les trans¤ections. Le choix de ce terme, emprunte a l'algebreÂ Á Á




Ž .lineaire, est naturel puisque une transvection E; e , appliquee a un mot w,Â Â Á
insere une copie de e ou ey1 a toutes les E-coupures de w. Les transfor-Á Á
mations elementaires de Nielsen, tout comme les automorphismes deÂ Â
Whitehead sont bel et bien des transvections et de nombreux mathe-Â
maticiens l'ont certainement remarque. Cependant, dans la litterature, laÂ Â
seule mention de ce fait se trouve dans la difficile publication de Nielsen
w x Ž .Niel ou l'auteur construit une presentation de A u t F au moyen desÁ Â
transformations elementaires.Â Â
DEFINITION 1.4. A toute partie E non vide de l'alphabet et a toutÂ Á
element e de F, on associe un endomorphisme note au moyen du symboleÂ Â Â
Ž .E; e et determine de facËon unique par les regles suivantes: pour toutÂ Â Á
lettre x
¡ y1x si x, x g E9,~ y1x E; e sŽ . xe si x g E et x g E9,¢ y1 y1e xe si x, x g E.
Ž .Une endomorphisme E; e qui est un automorphisme est une trans¤ection.
Remarque 1.1. Un meme endomorphisme peut etre represente parÃ Ã Â Â
Ž . Ž .plusieurs symboles E; e , en particulier E; 1 represente l'unite, quelÂ Â
que soi l'ensemble E. Nous verrons d'autres exemples de ce pheno-Â
Ž y14 .mene au paragraphe 4 pour certaines transvections: x, y ; yx sÁ
Ž y1 4 y1 y1. Ž 4 w y1 y1 x. Ž y14 . Ž y14 . Ž 4 .x , y ; y x , x ; x , y s x, x ; y , x, x ; x s x ; 1 , et
Ž "1 "14 . Ž y14 w y1 y1 x.x , y ; xy s x, y ; x , y .
Remarque 1.2. La classe des endomorphismes attaches a un sous-en-Â Á
semble E fixe contient l'identite d'apres la remarque precedente, de plusÂ Á Â Â
Ž Ž ..elle est fermee relativement a la composition. En effet, posons g s f e E; fÂ Á
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alors
¡ y1x si x, x f E,
y1~xg si x g E et x f E,x E; e E; f sŽ . Ž . ¢ y1 y1g xg si x, x g E.
Ž .Ž . Ž .D'ou E; e E; f s E; g .Á
Ž .PROPOSITION 1.1. L'endomorphisme E; e est une trans¤ection si et
Ž .Ž .seulement s'il existe un mot e9 g F tel que E; e E; e9 s 1.
Preu¤e. Par definition des transvections la condition est suffisante.Â
Ž .Reciproquement, soit une transvection E; e , puisque c'est un automor-Â
Ž .y1phisme, elle possede un inverse E; e . La remarque precedente montreÁ Â Â
y1Ž .y1 Ž .Ž . Ž .qu'en posant e9 s e E; e , on obtient E; e E; e9 s E; 1 s 1, d'ouÁ
Ž . Ž .y1E; e9 s E; e . C.Q.F.D.
Remarque 1.3. La remarque 2 et la proposition precedente montrentÂ Â
que la classe des transvections attachees a un sous-ensemble fixe forme unÂ Á
Ž .sous-groupe de A u t F , nous reviendrons un peu plus loin sur cette
propriete.Â Â
PROPOSITION 1.2. Une condition necessaire et suffisante pour que l'endo-Â
Ž .morphisme defini par E; e soit une trans¤ection est que e contienne ou bienÂ
0 ou bien 2 E-coupures dont l'une est externe et a gauche.Á
Ž .Preu¤e. E; e : F “ F etant un endomorphisme nous allons trans-Â
Ž .former le probleme relatif a E; e en un probleme equivalent. A cette finÁ Á Á Â
nous introduisons un nouveau symbole a , a f X, et nous designons par GÂ
 4le groupe libre engendre par X j a . Dans ces conditions,Â
f s E; a : G “ GŽ .
est un automorphisme elementaire de Whitehead etÂ Â
 4u s a ; e : G “ GŽ .
est une transvection du fait que e ne contient aucune occurrence de a .
 4Posant A s E j a il est clair que
 4A; e s E; e a ; e .Ž . Ž . Ž .
Ž .En conjuguant A; e par f on obtient l'endomorphisme
 4 y1a ; ef s f A; e f .Ž .Ž .
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Ce qui transporte le probleme sur un endomorphisme ``a singleton,'' enÁ Á
Ž 4 .effet, l'action de a ; ef sur G est definie parÂ
 4x a ; ef s x si x g Y ,Ž .
 4a a ; ef s a ef ,Ž .Ž .
Ž 4 . Ž . Ž .et a ; ef est un automorphisme si et seulement si le mot reduit a efÂ
contient une occurrence unique de a . Cette condition est realisee ou bienÂ Â
si a n'a aucune occurrence dans ef, ou bien s'il en a exactement deux, ef
etant alors necessairement de la formeÂ Â
ay1 pa «s avec p / 1 et « s "1.
 4Dans le premier cas e*, ne contient aucune arete entre E et E9 j 1 .Ã
Dans le second cas ye syp g E avec, si « s 1 alors qp g E, ys g E9 et
si « s y1 alors qp g E9, ys g E. Donc e* contient deux aretes entre EÃ
 4et E9 j 1 et e contient deux E-coupures dont l'une est externe et aÁ
gauche. C.Q.F.D.
Ž .Il est aise de verifier directement sur E; e la condition suffisante de laÂ Â
proposition precedente et il en decoule une partition naturelle des trans-Â Â Â
vections non egales a l'identite:Â Á Â
Ž . Ž .DEFINITION 1.5 voyez la fig. 2 . Une transvection E; e est droite si eÂ
ne possede aucune E-coupure interne a gauche. Dans ce cas e s ps, avecÁ Á
y q Ž y1 y1.p, p g E si p / 1. Son inverse est la transvection droite E; p s .
Elle est gauche si e possede une coupure interne a gauche. On a alorsÁ Á
y y Ž .e s ps, avec p, s g E. Son inverse est la transvection gauche E; sp .
FIGURE 2
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Ž . Ž .PROPOSITION 1.3. Soit E; e une trans¤ection d'in¤erse E; e9 et soit E9
Ž y1 .le complementaire de E a Y, alors E9; e9 est une trans¤ection d'in¤erseÂ Á
Ž y1 .E9; e ¤erifiant les relationsÂ
E9; e9y1 E; e s Y ; e et E9; ey1 E; e9 s Y ; e9 .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž y1 .Preu¤e. Verifions d'abord que l'endomorphisme E9; e9 est bien uneÂ
transvection et posons e s ps.
Ž .}si le mot e possede une E-coupure externe a gauche 1, ps et uneÁ Á
Ž . y1E-coupure interne a droite p, s , alors e9 s sp possede une E9-coupureÁ Á
Ž . Ž .externe a gauche 1, sp et une E9-coupure interne a droite s, pÁ Á
Ž .}si le mot e possede une E-coupure externe gauche 1, ps et uneÁ
Ž . y1 y1 y1E-coupure interne gauche p, s , alors e9 s p s possede une E9-Á
Ž y1 y1.coupure externe a gauche 1, p s et une E9-coupure interne a gaucheÁ Á
Ž y1 y1.p , s .
y1Ž . y1Ž .Enfin e9 E; e s e et e E; e9 s e9, d'ou le resultat. C.Q.F.D.Á Â
Ž .DEFINITION 1.6. Soit E; e une transvection avec e s ps. Nous utili-Â
serons les definitions suivantes:Â
Ž . Žq y .}la ri¤e d'une E-coupure C s u, v de bord u, v dans un mot w est
Ž .un couple f , f g F = F ou f est la ri¤e droite et f la ri¤e gauche, telÁu v u v
que:
Ž y .}si C est a gauche alors v g E , f est le plus grand suffixeÁ u
commun a s et u et f est le plus grand prefixe commun a p et v.Á Â Áv
Ž q .}si C est a droite alors u g E , f est le plus grand suffixeÁ u
commun a py1 et a u et f le plus grand prefixe commun a sy1 et a v.Á Á Â Á Áv
Cette notion permet de representer les portions de w qui se simplifientÂ
Ž . y1lorsque la transvection E; e insere e ou e dans la coupure C.Á
 4}Le sens d'une coupure C est un element de q1, y1 associe a C, aÂ Â Â Á Á
savoir 1 si elle est a droite et y1 si elle a gauche. On peut donc egalementÁ Á Â
associer a chaque transvection droite l'entier 1 et a chaque transvectionÁ Á
gauche l'entier y1 qualifies egalement de sens de la transvectionÂ Â
}Deux coupures C et C sont dites consecuti¤es s'il existe des mots v ,Â1 2 1
Ž . Ž .u, et v tels que w s v uv , C s v , uv , C s v u, v et s'il n'existe pas2 1 2 1 1 2 2 1 2
Ž .de coupure C0 s v u9, u0v telle que u s u9u0 avec u9, u0 / 1.1 2
Autrement dit, il n'existe aucune coupure entre deux coupures consecu-Â
tives.
 4}Soit un mot w g F, soit E une partie de Y et soit C , . . . , C0 ky1
l'ensemble des E-coupures de w, ordonnees de maniere a ce que lesÂ Á Á
coupures C et C soient consecutives. On designe par segmentation de wÂ Âi iq1
Ž . Ž .selon E le k q 1 -uple de mots c , . . . , c tel que C s0 k i
Ž .c , . . . , c , c , . . . , c . Cette notion est importante, nous verrons qu'elle0 i iq1 k
permet d'etablir un lien entre les coupures, le graphe co-initial, et le calculÂ
differentiel libre.Â
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Ž . Ž .Remarque 1.4. L'ensemble T r a n s E des transvections E; e obtenues
en fixant l'ensemble E et en donnant toutes les valeurs possible a e, soitÁ
T r a n s E s E; e ; e g F et E ; Y , 4Ž . Ž .
Žforme un groupe puisque, ainsi que nous l'avons deja note cf. les remar-Â Á Â
. Ž .ques 1.1, 1.2, et 1.3 , l'ensemble T r a n s E est ferme pour la compositionÂ
et la prise d'inverse,
y1E; e E; f s E; f9 e E; f9 ,Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
Ž . Ž .y1ou E; f9 s E; f .Á
Lorsque E s Y on retrouve le groupe des automorphismes internes. A
chaque partie E de Y, on peut donc associer un groupe T isomorphe aÁE
Ž .  Ž . Ž .4T r a n s E defini par T s e g F; E; e g T r a n s E , dont la loi deÂ E
composition est
e H f s feŽE ; f. .
Chaque element e de T possede, par definition, zero ou deux E-coupuresÂ Â Á Â ÂE
Ž .et peut etre represente par un couple e , e g F = F de sorte queÃ Â Â 1 2
e s e e ou e s 1 si e possede zero E-coupure, ou dans le cas contraireÁ Á Â Á1 2 1
Ž .e , e est la E-coupure de e qui n'est pas externe et a gauche. EnÁ1 2
utilisant la representation graphique de la definition 3 pour les coupuresÂ Â
on a alors les regles de multiplicationÁ
Ž . Ž .H ⁄ f “ , f ⁄ f , ⁄ f1 2 1 2
Ž . Ž . Ž .⁄ e “ , e ⁄ e f “ , f e ⁄ e f , ⁄ f e1 2 1 1 2 2 1 1 2 2
y1 y1 y1 y1Ž . Ž . Ž .⁄ e , ⁄ e ⁄ e f , ⁄ f e ⁄ e f “ , f e1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
Ž . Ž y1 y1. Ž .L'inverse de ⁄ e “ , e est ⁄ e “ , e , celui de ⁄ e , ⁄ e est1 2 1 2 1 2
Ž .⁄ e , ⁄ e . Les transvections droites forment un sous-groupe au sein2 1
Ž . Ž .duquel les transvections de la forme ⁄ e “ , 1 et 1, e forment1 2
chacune un sous-groupe libre.
Alors que les groupes T ont une intersection triviale deux a deux, onÁE
remarquera qu'il n'en va pas de meme pour les groupes de la familleÃ
Ž . 4T , H ; E ; Y . Par exemple soit E, F ; Y et soit x g Y avec x f E l F,E
Ž .alors 1, x g T l T . Les groupes de cette famille ne sont pas libres enE F
general.Â Â
Remarque 1.5. Le carre d'une transvection gauche est une transvectionÂ
Ž .droite appartenant groupe des IA-automorphismes: en effet si E; e est
Ž .une transvection gauche avec la E-coupure a gauche e , e dans e, alorsÁ 1 2
2 y1E; e e s E; e , e ,Ž . Ž .1 2 1 2
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w y1 x Ž y1 y1 .et e , e possede la E-coupure a droite e e , e e . Nous retrou-Á Á1 2 1 2 1 2
verons cette propriete propos des groupes des tresses et des tresses puresÂ Â
au paragraphe 4.
Ž . Ž .De meme soit E; e et E; f deux transvections droites avec dans e laÃ
Ž . Ž .E-coupure a droite e , e et dans f la E-coupure a droite f , f alorsÁ Á1 2 1 2
y1w x w xE; e e , E; f f s E; e , f e , f ,Ž . Ž . Ž .1 2 1 2 1 1 2 2
w xw xy1qui appartient au groupe des IA-automorphismes, e , f e , f possedeÁ1 1 2 2
Žw x w xy1 .la E-coupure a droite e , f , e , f . Cette relation montre en parti-Á 1 1 2 2
Ž . Ž .culier que si e s 1 et f s 1 alors E; e et E; f commutent.1 2
L'ensemble des transvections n'est pas fini, car il est evident que lesÂ
Ž .conditions de la proposition 2 impliquent que les sous-groupes T r a n s E ,
pour E ; Y, ne sont pas finis. Cependant tous les groupes d'automor-
phismes auxquels nous nous interesserons, en particulier les stabilisateursÂ
des ensembles de mots quadratiques alternes que nous verrons ulterieure-Â Â
ment et la majorite de ceux que l'on trouve dans la litterature, sontÂ Â
engendres par des ensembles de transvections elementaires auxquellesÂ ÂÂ
nous nous limiterons ensuite pour l'essentiel:
DEFINITION 1.7. Un mot e appartenant a F est elementaire si chaqueÂ Á ÂÂ
generateur et son inverse ont ensemble au plus deux occurrences dans e.Â Â
Dans le cas particulier ou ils n'ont qu'une seule occurrence dans e ce motÁ
est lineaire et dans celui ou ils en ont exactement deux e est quadratique.Â Á
Ž .De meme une transvection E; e est dite respectivement elementaire,Ã ÂÂ
lineaire, ou quadratique suivant que e possede lui-meme l'une de cesÂ Á Ã
proprietes.Â Â
Ž . < <Une transvection E; e pour laquelle e s k est une k-trans¤ection, ainsi
un automorphisme de Whitehead est une 1-transvection. Un cas partic-
ulier interessant qui apparaõt dans les exemples de groupes preclassiquesÂ Ã Â
que nous donnons a la fin de ce travail est celui des 2-transvections. CesÁ
transvections sont necessairement elementaires puisque aucune lettre neÂ Â Â
peut avoir plus de deux occurrences dans e, ce sont les plus ``proches'' des
automorphismes de Whitehead.
Exemples. L'automorphisme interne induit par un element quelconqueÂ Â
Ž .w de F est la transvection Y; w .
Une transformation de Nielsen a “ ab est la transvection lineaireÂ
Ž 4 .droite a ; b .
Ž y1 .L'inversion a, a est aussi la transvection quadratique gauche
Ž 4 y2 .a ; a .
Ž  4 . ŽUn automorphisme de Whitehead E j e ; e selon la notation tradi-
. Ž .tionnelle est la transvection lineaire droite E; e . Il convient donc deÂ
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Ž .remarquer que la notation d'une transvection elementaire E; e lorsqueÂ Â
< <e s 1 ne coõncide pas avec celle de l'automorphisme de WhiteheadÈ
correspondant.
w xUn IA-automorphisme a “ a b, c est une transvection quadratique
Ž 4 w x.droite a ; b, c .
Un automorphisme de tresse a “ b, b “ by1 ab est une transvection
Ž y14 y1 .lineaire gauche a, b ; a b .Â
Un generateur du groupe des tresses pures A est la transvectionÂ Â rS
Ž y1 4  y14 w x. Ž w xquadratique a , a ; r - i - s j a , a ; a , a voir Birm.2, p. 25i i r s s r
w x.ou Magn.2, p. 173 .
L'automorphisme a “ aab, b “ by1 ay1 b qui est un des generateurs duÂ Â
2 2 w xstabilisateur de a b Lynd, p. 46 est la transvection lineaire droiteÂ
Ž y14 .a, b ; ab .
Les automorphismes de F qui induisent des automorphismes propres de
Ž . ² w xw x:F 0, 2 le groupe fuscheen a , b , a , b ; a , b a b ont ete calculesÂ Â Â Â1 1 2 2 1 1 2 2
w x Ž w x.par Gold Gold voir aussi Magn.2, p. 177 et contiennent de nombreuses
transvections en particulier l'automorphisme D qui est la transvection5
Ž y1 y14 y1 y1.a , a , b , b ; a b a b . Ces automorphismes sont en realite desÂ Â1 1 1 2 2 1 1 1
torsions algebriques et apparaissent frequemment dans les travaux qui ontÂ Â
ete consacres aux automorphismes des groupes de surfaces.Â Â Â
Â Â Ž .2. LES DIFFERENTES PRESENTATIONS DE A u t F
Nous sommes maintenant en mesure de donner plusieurs presentationsÂ
Ž .nouvelles de A u t F a l'aide de differents ensembles de transvections.Á Â
Toutes ces presentations obeissent a un schema unique qui inclut commeÂ Â Á Â
cas particuliers les presentations deja connues. Elles sont plus ou moinsÂ Â Á
``economiques'' en fonction de la taille de l'ensemble de transvectionsÂ
² :generatrices choisi. Elles contiennent toutes une presentation S ; P deÂ Â Â F
S , le groupe des symetries4 de F.ÂF
² :DEFINITION 2.0. G ; R est la presentation avec pour transvectionsÂ Ân n
generatices l'ensemble T des transformations de Nielsen, dans la versionÂ Â n
w xqui a ete elaboree par Gersten Gers1 , nous y reviendrons au paragrapheÂ Â Â Â
4, au sujet du groupe special des automorphismes et du stabilisateur d'unÂ
² :mot lineaire. La presentation G ; R est celle ou les transvectionsÂ Â Áw w
generatrices sont l'ensemble T des automorphismes de Whitehead etablieÂ Â Âw
4 Dans toute la suite une permutation designe toujours un element du sous-groupe deÂ Â Â
Ž . " 1A u t F constitue par celles des permutations de X qui induisent des automor-Â
phismes}c'est le groupe des symetries de F. Certains auteurs parlent de ``permutationsÂ
signees.'' Nous preferons notre terminologie qui rappelle celle qui est en usage en geometrie,Â Â Â Â Â
pour les polytopes par exemple, et qui est sans ambiguõte dans le contexte qui nous interesse.È Â Â
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w xpar McCool Mcco.1 . Nous etablissons d'abord une presentation infinieÂ Â
² :G ; R avec l'ensemble T de toutes les transvections, dont on peutt t t
5 ² :deduire ensuite deux presentations finies, l'une G , R avec les transvec-Â Â l l
² :tions lineaires et l'autre G ; R avec les transvections elementaires.Â Â Âe e
Ž . ² : ² :THEOREME 2.1. A u t F admet pour presentation G ; R ou S ; PÂ Á Â Át t F
est une presentation du groupe des symetries de F, ou G s T j S et ou RÂ Â Á Át t F t
est l'ensemble des toutes les relations possibles, entre les elements de G de laÂÂ t
forme sui¤ante:
² :R00 la presentation S ; P ;Ž . Â F
R01 E; 1 s 1;Ž . Ž .
R02 E; e E; f s E; f e E; f ;Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
R03 E; e F ; f s E j F ; f ,Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .si E l F s B et e F; f s f;
y1 y1R04 E; e F ; f E; e s F ; f E; e ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž .si E l F s B et e F; f s e;
y1 y1R05 E; e F ; f E; e s E j F ; f E; e ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž .si E l F s B et e F; f s ef;
 y1 4R06 E j a, a ; a s E; a ;Ž . Ž .Ž .
 4 y2 y1R07 a ; a s a, a ;Ž . Ž .Ž .
 4  y1 4  y1 4 y1R08 E j b ; a E j a ; b E j b aŽ . Ž . Ž . Ž .
s a, by1 , ay1 , b ou a"1 , b"1 f E;Ž . Á
R09 sy1 E; e s s Es ; es , ou s g S .Ž . Ž . Ž . Á F
Preu¤e. Pour justifier cette presentation nous nous appuyons sur laÂ
² : w xpresentation G ; R de McCool McCo.1 . L'ensemble T est doncÂ w w w
constitue des automorphismes de Whitehead6 ou 1-transvections. Rap-Â
pelons que R est l'ensemble de toutes les relations verifiees par lesÂ Âw
5On peut imaginer toute sortes de variantes suivant les contraintes imposees aux transvec-Â
tions. Par exemple on pourrait se limiter aux seules transvections droites, aux k-transvections
avec k borne, etc.
6 Nous rappelons que la notation employee ici est celle des transvections et non la notationÂ
Ž .traditionnelle des automorphismes de Whitehead, par consequent si E; a est un tel auto-Â
morphisme, a f E.
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elements de G de la forme suivante:Â Â w
² :R0 la presentation S ; P ;Ž . Â F
y1 y1R1 E; e s E; e ;Ž . Ž . Ž .
R2 E; e F ; e s E j F ; e , ou E l F s B;Ž . Ž . Ž . Ž . Á
y1R3 E; e F ; f E; e s F ; f ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
ou E l F s B, e"1 f F , et f "1 f E;Á
y1R4 E; e F ; f E; e s E j F ; f ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
ou E l F s B, e"1 f F , fy1 f E, et f g E;Á
 4  y1 4  y1 4 y1R5 E j f ; e E j e ; f E j f ; eŽ . Ž . Ž . Ž .
s e, fy1 , ey1 , f , ou f "1 , e"1 f E et e / f;Ž . Á
R6 sy1 E; e s s Es ; es , ou s g S .Ž . Ž . Ž . Á F
Il suffit de verifier premierement que R est la restriction de R au casÂ Á w t
des automorphismes de Whitehead et deuxiemement d'etablir par induc-Á Â
² : ² :tion que G ; R peut s'obtenir a partir de G ; R au moyen desÁt t w w
transformations de Tietze.
< < < <En imposant e s 1 et f s 1 dans les relations R il est immediat queÂt
Ž . Ž . y1R1 est un cas particulier de R02 avec f s e ,
Ž . Ž .R2 est un cas particulier de R03 avec f s e,
Ž . Ž . Ž .R3 est un cas particulier de R04 avec f E; e s f,
Ž . Ž . Ž .R4 est un cas particulier de R05 avec f E; e s f,
Ž . Ž .R5 est R08 ,
Ž . Ž .R6 est R09 .
Ž .Il reste a verifier la seconde partie de la proposition. Soit E; e uneÁ Â
< < < <transvection avec e ) 1. Nous procedons par induction sur e .Â
Ž . q yI. E; e est une transvection droite: e s uv avec u, u g E.
Ž . Ž .1. Si u, v / 1, alors v E; u s v et R02 s'applique:
E; e s E; v E; u .Ž . Ž . Ž .
2. Si u s 1, alors
Ž . q y Ž .a S'il existe p et q tels que v s pq, p et q g E9, alors E; p et
Ž . Ž . Ž .E; q sont des transvections droites, q E; p s q et R02 s'applique:
E; v s E; q E; p .Ž . Ž . Ž .
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Ž .b S'il n'existe pas p et q remplissant les conditions precedentes, vÂ Â
est necessairement de la forme apb avec p g F, ay1, b g E9, etÂ
a, yp, by1, qp,g E. Les lettres a, b n'ont aucune occurrence dans p puisque
y1 Ž Ž ..a , b f E sinon nous serions dans conditions d'application de a .
v
y1 Ž 4 . Ž  4 .Si b / a , alors a ; pb et E y a ; a sont des transvections et
Ž .R05 s'applique:
y1 4  4  4E; apb s a ; pb E y a ; a a ; pb .Ž . Ž . Ž . Ž .
v
y1 Ž 4 . Ž  4 .Si b s a , alors a ; p et E y a ; a sont des transvections et
Ž .R05 s'applique:
y1 4  4  4E; apb s E y a ; a a ; p E y a ; a .Ž . Ž . Ž . Ž .
3. Si v s 1 la situation est duale de la precedente:Â Â
Ž . q ya S'il existe p et q tels que u s pq, q et q g E, puisque par
y q Ž . Ž .hypothese p et q g E alors E; p et E; q sont des transvectionsÁ
Ž . y1 Ž .droites, p E; q s q pq et R02 s'applique:
E; u s E; p E; q .Ž . Ž . Ž .
Ž .b S'il n'existe pas p et q remplissant les conditions precedentes, uÂ Â
est necessairement de la forme apb avec a, by1 g E9 et p g F. PuisqueÂ
y1 "1 "1 Ža , b g E, a et b n'ont aucune occurrence dans p sinon nous
Ž ..serions dans conditions d'application de a
v
y1 y Ž 4 .Si b / a , d'apres l'hypothese a, p g E9. Alors a ; pb etÁ Á
Ž  y14 . Ž .E y a ; a sont des transvections et R05 s'applique:
y1 y1 4  4  4E; apb s a ; pb E y a ; a a ; pb .Ž . Ž . Ž .Ž .
v
y1Si b s a .
v
y1 y1 y1 y1 4 Ž  4 . Ž 4 .Si E y a / B, alors E y a ; apa et a ; apa sont des
Ž .transvections et R03 s'applique:
y1  y1 4 y1  y1 4 y1E; apa s a ; apa E y a ; apa .Ž . Ž . Ž .
v
y1 y1 4  4 Ž .Si E y a s B alors E s a et R06 s'applique:
 y1 4 y1  4 y1a ; apa s a ; p .Ž .Ž .
Ž . y yII. E; e est une transvection gauche: e s uv avec v, u g E et
u, v / 1.
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Ž . q y Ž .a Il existe p et q tels u s pq, p et q g E, alors E; p est une
Ž . Ž .transvection droite et E; qv est une transvection gauche, R02 s'ap-
plique:
E; e s E; p E; qv .Ž . Ž . Ž .
Ž .b S'il n'existe pas p et q remplissant les conditions precedentes, uÂ Â
est necessairement de la forme ap avec a g E9, ay1 g E, yp f E, etÂ
p g F. De plus a"1 ne peut avoir aucune occurrence dans p.
v p / 1.
v
q y1Ž 4 . Ž . Ž .a / v alors a ; p et E; av sont des transvections et R04
s'applique:
 4 y1  4E; e s a ; p E; av a ; p .Ž . Ž . Ž .Ž .
v
q y1 y1Ž . Ž 4 . Ž .a s v alors E; p , a ; p , E; av sont des transvections et
Ž . Ž .R02 et R04 s'appliquent:
y1  4 y1  4E; e s E; p a ; p E; av a ; p .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .
v p s 1.
Ž . q y Ž .a il existe r et s tels que v s rs, r et s g E9, alors E; s est une
Ž . Ž .transvection droite et E; ar est une transvection gauche, R02 s'ap-
plique:
E; e s E; s E; ar .Ž . Ž . Ž .
Ž .b S'il n'existe pas r et s remplissant les conditions precedentes, u estÂ Â
necessairement de la forme rb avec b g E9, by1, qr, yr g E et r g F. DeÂ
plus a"1, b"1 ne peuvent avoir aucune occurrence dans r.
v
y1Ž . Ž . Ž .r / 1. E; ab et E; r sont des transvections et R03 s'applique:
E; w s E; ab E; ry1 .Ž . Ž . Ž .
v r s 1,
v
y1 y1 4 Ž .E y a , b / B, R02 s'applique:
 y1 y14  y1 y14E; e s a , b ; ab E y a , b ; ab .Ž . Ž . Ž .
v
y1 y1 4E y a , b s B.
v
y1 y1 y1Ž 4 .a / b alors a , b ; a b est une transvection droite et
Ž .R02 s'applique:
 y1 y14  y1 y14 y1  y1 y14 2E; e s a , b ; ab s a , b ; a b a , b ; a .Ž . Ž . Ž . Ž .
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v Ž .a s b alors R07 s'applique:
 y1 4 2 y1E; e s a ; a s a , a .Ž . Ž .Ž .
C.Q.F.D.
Ž .COROLLAIRE 2.1. A u t F admet pour presentationsÂ
² : ² : ² : :G ; R s T j S ; R j P et G ; R s T j S ; R j P ,l l l F l e e e F e
Ž . Ž .ou T resp. T est l'ensemble des trans¤ections lineaires et R resp. RÁ Âl e l e
Žl'ensemble des toutes les relations R possibles entre les elements de G resp.ÂÂt l
.G .e
< <Preu¤e. La preuve du theoreme se faisant par induction sur e on peutÂ Á
Ž .verifier, qu'a chaque etape, une transvection lineaire resp. elementaireÂ Á Â Â Â Â
Ž . ŽE; e est decomposee en un produit de transvections lineaire resp.Â Â Â
.elementaires . Le theoreme reste par consequent valable en choisissantÂ Â Â Á Â
² : ² :comme presentation G ; R ou G ; R . C.Q.F.D.Â l l e e
Remarque 2.1. La relation definissant les inverses est un cas particulierÂ
Ž .de la relation R02 :
R10 E; e E; f s E; f e E; f , si e F ; f s fy1 .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .
Ž . Ž .Ž .Ž .y1 Ž .Un cas particulier de la relation R04 est E; e F; f E; e s F; f , si
Ž . Ž .y1E l F s B, e F; f s e, et f E; e s f, qui peut se mettre sous la forme
R11 E; e , F ; f s 1,Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .y1si E l F s B, e F; f s e, et f E; e s f.
Ž . Ž .Ž .Ž .y1 ŽUn cas particulier de la relation R05 est E; e F; f E; e s E j
. Ž . Ž .y1F; f , lorsque E l F s B, e F; f s ef, et f E; e s f, comme la relation
Ž . Ž . Ž .Ž .R02 implique l'egalite E j F; f s E; f F; f on obtientÂ Â
R12 E; e , F ; f s E; f ,Ž . Ž . Ž . Ž .
y1si E l F s B, e F ; f s ef, et f E; e s f.Ž . Ž .
² : w xLa presentation G ; R de Gersten en Gers1 ,Â n n
Ž .S0 un ensemble de relations definissant S ;Â F
Ž . Ž 4 .y1 Ž 4 y1 .S1 a ; b s a ; b ;
Ž . wŽ 4 . Ž 4 .x "1 "1S2 a ; b , c ; d s 1 si a / c, d ; b / c ;
Ž . wŽ 4 . Ž 4 .x Ž 4 . "1S3 a ; b , b ; c s a ; c si a / c ;
Ž . Ž 4 .Ž y14 .Ž y14 y1 . Ž y1 y1 .S4 b ; a a ; b b ; a s a, b , a , b ;
Ž . y1Ž 4 . Ž 4 .S5 s a ; b s s as ; bs , ou s g S ,Á F
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² :apparaõt donc comme un cas particulier de la presentation G ; RÃ Â w w
Ž . Ž .obtenu en se restreignant aux transformations de Nielsen: S0 est R00 ,
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .S1 est R10 , S2 est R11 , S3 est R12 , S4 est R08 , enfin S5 est
Ž .R09 .
Enfin une derniere relation permet de passer du ``couper coller'' aÁ Á
droite au ``couper coller'' a gauche:Á
 4 y1  4 2  4  4 y2 y1R07 implique a ; e s a, a a ; a a ; e a ; a a, aŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .
 4 y1  4 y1 y1 y1R02 implique a ; e s a, a a ; a e a a, aŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž .enfin par R09 on obtient la relation:
 4  y1 4 y1 y1 "1R13 a ; e s a ; ae a , ou a f E.Ž . Ž . ÁŽ .
Trans¤ections et 2-complexes
Le but de ce paragraphe est d'etablir que les methodes de ``geometrieÂ Â Â Â
wcombinatoire'' desormais classiques, dont les travaux de Whitehead Whit1,Â
xWhit2 sont a l'origine, et qui ont connu a partir des resultats de McCoolÁ Á Â
w xMcCo.2 un developpement spectaculaire dans de nombreuses directions,Â
Ž .peuvent s'etendre partiellement aux presentations de A u t F que nousÂ Â
avons obtenues. En effet, il n'est pas prouve, en general, que l'additionÂ Â Â
d'aretes et de faces au 2-complexe K associe a un ensemble de mots W ,Ã Â Á
qu'induisent ces presentations, conserve l'isomorphisme entre le groupeÂ
fondamental de K et le stabilisateur de W , a l'exception toutefois du casÁ
notable des ensembles quadratiques alternes, comme nous le verrons dansÂ
w xun prochain article Piol.3 .
Jusqu'a present, dans la direction ouverte par McCool, ces methodesÁ Â Â
geometriques ont essentiellement servi a etablir que certains sous-groupesÂ Â Á Â
Ž .de A u t F admettent une presentation finie et effectivement calculable.Â
En pratique cependant cette effectivite a ete jusqu'a present considereeÂ Â Â Á Â Â Â
w xcomme purement theorique. Ainsi il est note dans Ziec, p. 230 :Â Â
This determination of a presentation of the mapping class group can be
programmed for computers; unfortunately, even for simple cases it takes plenty
of computer time. Another disadvantage of this approach is that we do not get
a general presentation for the mapping class group of all surfaces . . . .
w xPourtant dans une publication recente McCo.5 McCool est parvenu aÂ Á
trouver,7 avec ces memes methodes, un ensemble de transvections engen-Ã Â
7 ŽOu plus exactement a les retrouver, car ces generateurs etaient deja connus voirÁ Â Â Â Â
w x.Birm.1 , mais l'important ici est la methode utilisee par McCool d'une part et d'autre part leÂ Â
fait qu'il s'agisse de transvections.
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drant le stabilisateur d'un mot quadratique alterne sous forme canonique,Â
qui induisent un ensemble de generateurs du groupe d'automorphismes duÂ Â
groupe fondamental de la surface fermee dont le polygone canonique estÂ
w xrepresente par ce mot quadratique. Nous verrons dans Piol.3 que ceÂ Â
resultat se generalise a une surface orientable quelconque.Â Â Â Á
Etant donne le lien profond qui existe entre tous les groupes deÂ
transvections, on peut esperer aussi par ces moyens parvenir a uneÂ Á
Ž .presentation semblable a celle A u t F , pour les groupes de cette familleÂ Á
qui n'en possedent pas encore. En dehors de quelques cas particuliersÁ
notables comme celui du groupe des tresses, des tresses pures et de
quelques groupes apparentes, on ne connaõt en effet ces groupes que parÂ Ã
leurs generateurs.Â Â
Le sujet qui nous interesse ici est donc celui des stabilisateurs deÂ
familles d'ensembles de mots ordinaires ou circulaires du groupe libre. Les
w xresultats de McCool McCo.1, McCo.2 ont ete generalises dans cetteÂ Â Â Â Â Â
w xdirection par une elegante et concise publication de Hoare Hoar ,Â Â
curieusement assez peu citee, sur les resultats de laquelle nous nousÂ Â
appuierons.
DEFINITION 2.1. Soit un F groupe libre de base X, par abus de langageÂ
nous designons aussi par F l'ensemble des representants reduits desÂ Â Â
Ã Ž .elements de F et par F l'ensemble des mots circulaires reduitsÂ Â Â
representes par les elements de F.Â Â Â Â
ÃŽ . Ž .Un ensemble de premiere espece est un element de P F j P F .Á Á Â Â
Un ensemble de deuxieme espece est un ensemble ordonne dont lesÁ Á Â
elements sont des ensembles de premiere espece.Â Â Á Á
Un ensemble de troisieme espece est un ensemble dont les elements sontÁ Á Â Â
des ensembles de deuxieme espece.Á Á
ÃŽ . Ž .Puisque P F l P F s B, un ensemble de premiere espece est con-Á Á
stitue soit de mots ordinaires soit de mots circulaires. Tout automorphismeÂ
Ž .f de A u t F s'etend naturellement en une application injective, encoreÂ
ÃŽ . Ž .notee f, de P F j P F dans lui meme. Cette application s'etendÂ Ã Â
egalement en une application injective, toujours notee f, de l'ensembleÂ Â
des elements de deuxieme espece dans lui meme.Â Â Á Á Ã
 4DEFINITION 2.2. Soit W s w , . . . , w un ensemble de premiere especeÂ Á Á1 m
Ž . Ž .alors son stabilisateur S t a b W est le sous-groupe de A u t F qui laisse
Ž .W globalement invariant. Soit W s W , . . . , W un ensemble de deuxiemeÁ1 k
Ž . Ž .espece, alors son stabilisateur est defini par S t a b W s F S t a b W .Á Â i i
< < < < ŽExemple 2.1. Soit L un mot lineaire tel que L s X nous definis-Â Â
.sons plus loin un tel mot comme lineaire maximal . Soit X l'ensemble desÂ L
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lettres8 ayant une occurrence dans L, considerons les ensembles deÂ
deuxieme espece suivants:Á Á
 4W s L ;Ž .1
 4W s L , x; x g X ; 4ÃŽ .2 L
 4  4W s L , x , . . . ou x g X ;Ž .Ã Á3 L
Ã 4W s L , x; x g X ; 4ÃŽ .4 L
 4W s x , . . . ou x g X ;Ž .Ã Á5 L
 4W s x; x g X .Ž .6 L
Alors les stabilisateurs des ensembles W , 1 F i F 6, sont respectivement lei
stabilisateur d'un mot lineaire, que nous etudions plus loin, le groupe desÂ Â
Ž .tresses, le groupe des tresses pures, une pre-image dans A u t F duÂ
< <groupe des homeomorphismes de la sphere privee de X points, le groupeÂ Á Â
des automorphismes internes de F, et le groupe des permutations de X .L
 4DEFINITION 2.3. Soit W s w , . . . , w un ensemble de premiere especeÂ Á Á1 m
< <on designe par W la longueur de W , definie parÂ Â
m
< < < <W s w .Ý i
is1
 4De meme soit W s W , . . . , W un ensemble de deuxieme espece onÃ Á Á1 k
< <designe par W la longueur de W , definie parÂ Â
m
< < < <W s W .Ý i
is1
Ž .Un ensemble de deuxieme espece W s W , . . . , W est minimal s'ilÁ Á 1 k
Ž . < < < <n'existe pas d'automorphisme f g A u t F tel que Wf - W .
Ž .DEFINITION 2.4. Soit W s W , . . . , W un ensemble de deuxiemeÂ Á1 k
Ž . < < < <espece, soit f g A u t F , alors on dit que f est attache a W si W f F WÁ ÂÁ i i
pour 1 F i F k.
8 Dans le cas d'une lettre, la difference entre x et x n'est pas perceptible sans l'examen duÂ Ã
graphe co-initial: x* est le cycle x “ xy1 “ x, mais x* est le graphe x “ 1 “ xy1 . UnÃ
Ž " 1 .automorphisme interne, qui est une transvection X ; w , agit differement: x n'a pas deÂ Ã
X " 1-coupures et n'est pas modifie, mais x a deux X " 1-coupures, ⁄ x “ , il est envoye surÂ Â
son conjugue, wy1 xw.Â
AUTOMORPHISMES DU GROUPE LIBRE 641
DEFINITION 2.5. Un ensemble P de troisieme espece est connexe parÂ Á Á
automorphisme si pour tout U, V g P il existe un automorphisme
Ž .f g A u t F tel que V s Uf.
Il est homogene s'il est connexe par automorphisme et s'il n'existe pasÁ
Ž .U g P et V f P, un automorphisme f g A u t F tel que V s Uf et
< < < <V F U .
Il est minimal s'il est homogene et si chacun des ensemble de deuxiemeÁ Á
espece qui le compose est minimal.Á
Complexes etiquetesÂ Â
Les 2-complexes utilises en theorie combinatoire des groupes sont desÂ Â
objets de nature combinatoire, intimement lies a la combinatoire des mots,Â Á
comme les graphes dont ils derivents par l'addition de facettes associees aÂ Â Á
w xcertains circuits. C'est ainsi qu'ils sont presentes dans Lynd et par CohenÂ Â
w xdans Cohe qui d'ailleurs les denomme simplement complexes. En effet,Â
comme c'est presque toujours le cas en theorie combinatoire des groupes,Â
l'origine de cette construction, ici les complexes cellulaires de dimension 2,
est geometrique, mais la definition de ``complexes combinatoires'' deÂ Â Â
w xdimension superieure est inutile et problematique Cohe, p. 149 .Â Â
Dans beaucoup de publications il n'est pas toujours tres clair s'il estÁ
question d'objets de nature geometrique ou combinatoire. Toute ambiguõteÂ Â È Â
a ce sujet peut etre levee au moyen de la realisation geometrique d'unÁ Ã Â Â Â Â
complexe, de facËon similaire a ce qui est fait pour les graphes, ainsi queÁ
w x Žl'etablit Cohen Cohe, notamment pp. 149]150 : a tout complexe combi-Â Á
.natoire K connexe on peut associer un complexe cellulaire de dimension
w2, tel que leurs groupes fondamentaux soient isomorphes Cohe, proposi-
xtion 33 .
Les complexes etiquetes que nous definissons ici sont une ``axiomatisa-Â Â Â
tion'' des complexes traditionnellement construit pour etudier les sous-Â
Ž .groupes de A u t F . Ces definitions a priori sont necessaires des lors queÂ Â Â
Ž .ces objets sont definis a partir de differentes presentations de A u t F ouÂ Á Â Â
de ses sous-groupes.
² 0 y1 : 0DEFINITION 2.6. Soit G s K , S, s, t, I un graphe oriente ou KÂ Â Á
est l'ensemble des sommets, S l'ensemble des arcs, les applications s, t:
0 Ž . Ž .S “ K associent respectivement a un arc s sa source ou origine s sÁ
Ž . Ž . y1et son terme ou extremite t s , enfin I est l'involution sans pointsÂ Â
fixes associant a un arc s son inverse sy1. Un chemin circulaire deÁ
longueur n de G est une sequence finie de n arcs ordonnee circulairementÂ Â
Ž . Ž .g s s , . . . , s telle que t s s s s si j s i q 1 mod n. Au chemin0 ny1 i j
circulaire g on peut associer de facËon naturelle son inverse gy1 noteÂ
sy1 , . . . , sy1 constitue de la sequence des arcs inverses ordonnee circu-Â Â Âky1 0
lairement dans l'ordre inverse.
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Ž . 1Un chemins C circulaire ou ordinaire de K est reduit s'il ne contientÂ
pas d'epis c'est a dire des circuits de la forme ssy1.Â Á
Un circuit est un chemin dont l'extremite est egale a l'origine. A chaqueÂ Â Â Á
circuit C on peut associer un chemin circulaire reduit dont C est unÂ
representant.Â
² 0 y1 y1 :DEFINITION 2.7. Un complexe K s K , S, F, s, t, I , B , › estÂ
un objet combinatorie obtenu par adjonction a un graphe K1 sÁ
² 0 y1 :K , S, s, t, I , le squelette de K, d'un ensemble de facettes F disjoint
de K 0 et S, de l'involution sans point fixe By1 qui associe a chaqueÁ
facette f son inverse fy1 et enfin de l'application injective › de F dans
l'ensemble des chemins circulaires C de K1 qui a tout f g F associe saÁ
Ž y1 . Ž .y1frontiere › f g C de sorte que › f s › f .Á
Deux chemins reduits C et C9 de K1 de meme origine et de memeÂ Ã Ã
extremite sont homotopes si C s C C et C9 s C DC ou est un D circuitÂ Â Á1 2 1 2
dont la reduction est la frontiere d'une facette. L'homotopie s'etend enÂ Á Â
une relation d'equivalence par reflexivite et transitivite. Semblablement onÂ Â Â Â
definit la relation d'homotopie dans l'ensemble des chemins circulaires,Â
deux chemins circulaires etant homotopes s'ils ont deux representantsÂ Â
homotopes. Il est clair que chaque classe d'homotopie contient un
representant de longueur minimaleÂ
DEFINITION 2.8. Un complexe etiquete est la donnee d'un complexeÂ Â Â Â
Ž . ² :K s K S, G, R , ou S est un ensemble, G; R une presentation parÁ Âl
generateurs, G, et relations, R, d'un groupe G agissant sur S et enfin d'unÂ Â
morphisme d'etiquetage l ,Â
"1 Ã"1l : K “ s, G , R ,Ž .
Ãou R est l'ensemble de mots circulaires reduits representes par lesÁ Â Â Â
elements de R. Le morphisme s'articule en trois applications,Â Â
0 "1 Ã"1l : K “ S, l : S “ G , l : F “ R ,
verifiant les conditions suivantes:Â
Ž . 0a K “ S est injective.
Ž . Ž y 1 . Ž Ž ..y 1 Ž Ž ..b Pour tout s g S , l s s l s , l t s s
Ž Ž ..Ž Ž ..l s s l s .
Ž . "1c l : S “ G est localement bijecti¤e: pour tout s , s 9 g S, s /
Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .s 9, s s s s s 9 , t s s t s 9 impliquent l s / l s 9 pour tout x, y
0 "1 Ž . Ž .g K , s'il existe g g G tel quel l y s l x g alors il existe s g S tel
Ž . Ž . Ž .que s s s x, t s s y, et l s s g .
Ž .d A partir des conditions precedentes l est etendu canonique-Â Â Â
ment en un morphisme du groupoõde des chemins de K1 dans le monoõdeÈ È
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Ž y1 .libre G j G *. Semblablement l definit une application de l'ensembleÂ
des chemins circulaires de K1 sur l'ensemble des mots circulaires de
Ž y1 .G j G *.
Ž . Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..e Pour tout f g F on a par definition l f s l › f , l › f gÂ
Ã Ãy1R j R .
y1 Ã"1Ž . Ž .f :› : F “ l R est une bijection.
Ces definitions impliquent que K est entierement determine par la con-Â Á Â Â
Ž 0. ² :naissance de l K et de G; R . Pour simplifier l'ecriture nous leÂ
Ž . Ž 0.noterons donc K G, R ou P s l K .Áp
Le morphisme l se prolonge canoniquement en un morphisme, encore
note l , du groupoõde des chemins de K dans G. Deux chemins homotopesÂ È
on meme image dans G.Ã
Operations de Tietze sur un complexe etiqueteÂ Â Â
Ž .Soit K s K G, R un complexe etiquete, connexe, muni du morphismeÂ Âp
d'etiquetage l verifiant les proprietes ci-dessus. Nous definissons lesÂ Â Â Â
Ž . Ž .operations de Tietze a et b sur K associees a l'introduction d'un nouveauÂ Â Á
generateur de G, qui agissent simultanement sur les ensembles d'arcs etÂ Â Â
² :de facettes de K et sur la presentation G; R du groupe G.Â
Ž .Operation a . Soit t g G et soit t un nouveau symbole. Pour toutÂ
x, y g K 0, s'il existe un chemin C dans K d'origine x et d'extremite y avecÂ Â
Ž . 1l C s t nous ajoutons a K un arc s d'origine x et d'extremite yÁ Â Â
etiquetee par t et son inverse sy1 etiquete par ty1, ainsi qu'une facette aÂ Â Â Â Á
K 2 dont la frontiere est un representant minimal de la classe d'homotopieÁ Â
du chemin circulaire Csy1 et la facette inverse. Parallelement on a uneÁ
² :nouvelle presentation G9; R9 de G avecÂ
 4 y1G9 s G j t et R9 s R l C t . 4Ž .D
Ž .l c st
Ž . Ž .L'operation a fait passer du complexe etiquete K G, R au complexeÂ Â Â p
Ž .etiquete K G9, R9 . On concËoit facilement l'operation inverse qui est laÂ Â Âp
suppression de toutes les aretes ayant une meme etiquette t et de toutesÃ Ã Â
les facettes dont la frontiere est etiquetee par un mot circulaire contenantÁ Â Â
t. Cette operation n'est possible qu'a la condition de ne pas detruire laÂ Á Â
connexite du complexe.Â
Ž .Operation b . Soit t g G avec t s t t ??? t circulairement reduit, etÂ Â1 2 k
Ž .soit t un nouveau symbole. Nous procedons comme en a pour l'additionÂ
des arcs etiquetes par t et ty1. Dans le cas d'un chemin circulaire reduitÂ Â Â
C s s s ??? s d'etiquettes respectives t t ??? t on ajoute une facette aÂ Á1 2 k 1 2 k
K 2 dont la frontiere est le chemin circulaire Csy1 et la facette inverse.Á
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² :Parallelement on a une nouvelle presentation G9; R9 de G avecÁ Â
 4 y1G9 s G j t et R9 s R j t t ??? t t . 41 2 k
Ž . Ž .L'operation b fait passer du complexe etiquete K G, R au complexeÂ Â Â p
Ž .etiquete K G9, R9 . On concËoit facilement l'operation inverse qui est laÂ Â Âp
suppression de toutes les aretes ayant une meme etiquette t et de toutesÃ Ã Â
les facettes dont la frontiere est etiquetee par un mot circulaire representeÁ Â Â Â Â
par t t ??? t ty1. Ici encore l'operation n'est possible qu'a la condition deÂ Á1 2 k
ne pas detruire la connexite du complexe.Â
Ž . 0Soit K G, R un complexe etiquete et soit x g K , on designe parÂ Â Âp
Ž . Ž .p K, x le groupe fondamental de K s K G, R a partir de l'origine x.Á1 p
Tous les groupes obtenus a partir de differentes origines etant naturelle-Á Â Â
ment isomorphes, nous notons le groupe fondamental, comme c'est l'usage,
Ž .par p K lorsqu'il n'y a pas lieu de se preoccuper de l'origine.Â1
Ž .PROPOSITION 2.1. Soit K s K G, R , un complexe etiquete, K9 sÂ Âp
Ž . Ž .K G9, R9 et K0 s K G0, R0 les complexes respecti¤ement obtenus a partirÁp S
Ž . Ž .du precedent par une l'operation a et une operation b relati¤es a un memeÂ Â Â Â Á Ã
Ž . Ž .t g G, alors p K et p K9 sont isomorphes, et les etiquetages de K, K9, etÂ1 1
Ž . Ž . Ž .K0 determinent respecti¤ement des epimorphisme de p K , p K9 , et p K0Â Â 1 1 1
sur un meme sous-groupe de G.Ã
Preu¤e. Le complexe K etant par construction un sous-complexe de K9,Â
Ž . Ž .l'injection canonique induit un morphisme injectif de p K dans p K9 .1 1
Ce morphisme est surjectif car a tout circuit de K9 on peut faire correspon-Á
dre un circuit homotope qui est un circuit de K: soit un circuit g contenant
un arc s etiquete par t. Par construction s appartient a la frontiere d'uneÂ Â Á Á
Ž . y1face f telle que › f s Cs ou est C un chemin de K. En remplacËantÁ
dans g l'arc s par le chemin Csy1s puis en reduisant on obtient unÂ
circuit g 9 homotope a g . En reiterant ce procede un nombre suffisant deÁ Â Â Â Â
Ž .fois on obtient un chemin de K homotope a g . En revanche pour p K0Á 1
on ne peut pas demontrer la surjectivite, l'appartenance de s a une faceÂ Â Á
n'etant pas garantie.Â
² : ² :Les presentations G9; R9 et G0; R0 , obtenues par les operations deÂ Â
Ž . Ž . ² :Tietze a et b a partir de la presentation G; R , determinent desÁ Â Â
groupes isomorphes a G que l'on peut confondre avec G. Il est clair queÁ
Ž Ž .. Ž Ž ..l p K ; l 0 p K0 . Considerons maintenant un circuit C0 de K0 dontÂ1 1
Ž .l'image dans G est g 0 s l 0 C0 alors il existe un circuit C de K dont
l'image dans G est g 0. Le circuit C s'obtient a partir de C0 de la maniereÁ Á
suivante: pour chaque occurrence dans C0 d'un arc s d'origine x et
d'extremite y, etiquetee par t, il existe par construction dans K un cheminÂ Â Â Â
Ž . Ž .g s s s ??? s d'origine x et d'extremite y tel que l 0 s s l 0 g s t .Â Â1 2 k
En remplacËant g par s s ??? s puis en reiterant le procede un nombreÂ Â Â Â1 2 k
AUTOMORPHISMES DU GROUPE LIBRE 645
suffisant de fois on obtient un circuit C de K dont l'image dans G est g 0.
C.Q.F.D.
Ž . Ž .En general il n'y a aucune raison pour que les groupes p K et p K0Â Â 1 1
soient isomorphes. Pour que ce soit le cas il faudrait montrer que toute
Ž .facette introduite par l'operation a est une union des facettes presentesÂ Â
Ž . Ž .avant l'operation a et des seules facettes introduites par l'operation b ceÂ Â
Ž . Ž .qui etablirait un isomorphisme entre p K9 et p K0 .Â 1 1
Application aux ensembles de troisieme especeÁ Á
L'interet principal, sinon exclusif, des complexes etiquetes ayant eteÂ Ã Â Â Â Â
jusqu'a present l'etude des stabilisateurs des ensembles de mots circulairesÁ Â Â
dans le groupe libre, l'usage est de les construire a partir d'une ``origine,''Á
w xde proche en proche, qui est soit un mot circulaire comme dans McCo.5 ,
w x w xou un ensemble de premiere espece comme dans Lynd et McCo.2 , soitÁ Á
w xun ensemble de deuxieme espece comme dans Hoar . On ne doit pas enÁ Á
conclure que la presence d'une origine repond pour ces objets a uneÂ Â Á
Žnecessite interne la definition que nous en avons donnee n'en comporteÂ Â Â Â
.d'ailleurs pas . Le cas des ensembles quadratiques, mettra en evidence leÂ
fait que ces objets sont des ``espaces combinatoires'' ou une certaineÁ
``geometrie'' est possible sans l'introduction d'une origine. C'est la raisonÂ Â
de l'introduction des ensembles de troisieme espece.Á Â
Nous considerons maintenant les complexes etiquetes naturellementÂ Â Â
associes aux ensembles de troisieme espece homogenes ou minimaux.Â Á Á Á
Le lemme de reductions des picsÂ
Ž w x.Ce lemme voir par exemple Coll.1 , tel qu'il a ete enonce par Hoare,Â Â Â Â
Ž .se generalise facilement aux differentes presentations de A u t F . Rap-Â Â Â Â
² : ² :pelons que si P s G; R et P9 s G9; R9 sont deux presentations d'unÂ
groupe G, alors on dit que P9 contient P si G ; G9 et R ; R9.
PROPOSITION 2.2. Soit P un ensemble de troisieme espece homogene, soitÁ Á Á
² : Ž . ² :G, R une presentation de A u t F contenant la presentation G ; R etÂ Â w w
Ž . 0soit le complexe etiquete associe K s K G, R , alors pour tout x, y g K telÂ Â Â p
< Ž . < < Ž . <que l x F l y , si x et y ne sont pas les extremites d'un arc s , il existeÂ Â
0 < Ž . < < Ž . < < Ž . <z g K , tel que l x F l z F l y .
0 < Ž . < < Ž . < 0Preu¤e. Soit x, y g K tels quel l x F l y g K , supposons que x
et y ne soient pas les extremites d'un arc. Comme P est connexe parÂ Â
Ž . Ž . Ž .automorphismes, il existe f g A u t F tel que l y F l y f. Appliquons
le lemme de reduction des pics classique a f : il existe t , t , . . . , t g GÂ Á 1 2 k w
< Ž . < < Ž . < < Ž . <tels que f s t t ??? t et l x F l x t t ??? t F l y , avec 1 - i - k.1 2 k 1 2 i
Ž .Comme K est homogene x t t ??? t g P pour un certain i, 1 - i - k, etÁ 1 2 i
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0 Ž .Ž .comme l est une bijection, il existe z g K tel que l z x t t ??? t .1 2 i
C.Q.F.D.
² :COROLLAIRE. Soit P et G, R comme dans la proposition 1 alors
Ž .K G, R est connexe.p
Remarquons que l'on a en realite une version du lemme de reductionÂ Â Â
des pics plus faible dans le cas general que dans celui d'une presentationÂ Â Â
< <avec les automorphismes de Whitehead: si r, s g G et si W g P, W r q
< < < < < < < <W s - 2 W , W r F W s , comme G ; G, on peut affirmer qu'il existew
y1 < < < < < <t , t , . . . , t g G tels que rs s t t ??? t et W r F W t t ??? t F W ,1 2 k 1 2 k 1 2 i
avec 1 - i - k, mais on n'est plus assure que t t ??? t sry1 appartienne aÂ Á1 2 k
R"1 ou, ce qui serait suffisant, soit une consequence de R"1. CeciÂ
explique qu'on ne sache pas generaliser le theoreme de McCool]Hoare.Â Â Â Á
Le theoreme de McCool]HoareÂ Á
Ž .Considerons un complexe etiquete K s K G, R ou P est un ensembleÂ Â Â Áp
² : Ž .de troisieme espece minimal et G, R une presentation de A u t F . LeÁ Á Â
w xresultat bien connu de McCool McCo.2 , pour les stabilisateurs desÂ
ensembles de premiere espece, comme nous l'avons deja note, a eteÁ Á Â Á Â Â Â
generalise par Hoare aux stabilisateurs des ensembles de deuxieme especeÂ Â Â Á Á
w x9Hoar Ce resultat, compte tenu des definitions que nous avons donneesÂ Â Â
plus haut s'enonce comme suit:Â
THEOREME 2.2. Soit P est un ensemble de troisieme espece minimal, soitÂ Á Á Á
Ž .le complexe etiquete K s K G , R associe a la presentation de McCool deÂ Â Â Á Âp w w
Ž . 1A u t F soit x g K alors le morphisme d'etiquetage l determine un isomor-Â Â
Ž . Ž Ž ..phisme entre p K, x et S t a b l x .1
Probleme ou¤ertÁ
Ž .Ce theoreme peut-il s'etendre aux presentations de A u t F contenantÂ Á Â Â
² : ² : ² : ² :la presentation G ; R , en particulier a G ; R , G ; R ou G ; R ,Â Áw w l l e e t t
Ž . Ž .autrement dit une suite d'operations b a partir de K G , R conduit-elleÂ Á p w w
a un complexe etiquete dont le groupe fondamental est isomorphe a celuiÁ Â Â Á
Ž .de K G , R ?p w w
Cette question est tres importante et intimement liee au probleme deÁ Â Á
la generalisation du lemme de reduction des pics aux transvectionsÂ Â Â
elementaires. Une reponse positive permettrait de generaliser l'algorithmeÂ Â Â Â Â
9 Dans cet article Hoare assimile une variante des automorphismes de Whitehead a desÁ
operations de couper-coller sur le graphe coinitial. Ce point de vue ne se generalise pasÂ Â Â
naturellement aux transvections. On peut cependant en retrouver l'esprit dans la notion de
``coupure'' que nous avons defini dans premier paragraphe.Â
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de Whitehead et de resoudre le probleme de la presentation des groupesÂ Á Â
de transvections que nous abordons au paragraphe 4.
Â Á Â3. CALCUL DIFFERENTIEL LIBRE, ALGEBRE LINEAIRE
Le calcul differentiel libre de Fox, est une theorie reliee a de nombreuxÂ Â Â Á
developpements de la theorie combinatoire des groupes et de la geometrieÂ Â Â Â
algebrique: cohomologie, theorie de noeuds, etc. Dans l'introduction duÂ Â
w xpremier article Fox d'une longue serie Fox ecrivait: ``Free differentialÂ Â
calculus is the fundamental tool for the study of groups defined by
generators and relations.'' L'usage que nous en faisons ici, proche de
l'algebre lineaire, permet une expression purement algebrique desÁ Â Â
proprietes des coupures, de celles des transvections et de celles desÂ Â
stabilisateurs, en justifiant une terminologie qui n'est pas seulement
analogique. On retrouve en effet par ce moyen des proprietes apparenteesÂ Â Â
aux proprietes classiques des transvections. Nous approfondironsÂ Â
ulterieurement ces developpements dans le cas des stabilisateurs des motsÂ Â
quadratiques pour preciser le lien, bien connu, qui existe entre ces derniersÂ
et le groupe symplectique modulaire, mais aussi pour elaborer une archi-Â
tecture semblable a celle des groupes classiques. Le calcul differentielÁ Â
libre semble etre l'outil ideal pour exprimer la ``linearite'' des groupes deÃ Â Â Â
transvections, qu'il s'agisse d'une ``pre-linearite,'' ou d'une vraie linearite,Â Â Â Â
comme celle que l'on cherche a demontrer pour le groupe des tresses auÁ Â
moyen de diverses representations.Â
Rappels. Nous n'entendons pas exposer a nouveau ici la theorie duÁ Â
calcul differentiel libre, pour plus de details on se referera aux travaux deÂ Â Â Â
w xFox Fox . Rappelons en brievement les definitions, formules, et proprietesÁ Â Â Â
classiques:
}Le symbole de Kronecker est represente par la notation classique d .Â Â i, j
}Le ZF module a gauche des polynomes formels d'elements de F aÁ Ã Â Â Á
w xcoefficients dans Z est designe par Z F .Â Â
}On represente par u le morphisme d'augmentation appele aussiÂ Â
w xtrivialiseur, c'est-a-dire le morphisme de Z F sur Z naturellement induitÁ
par l'application de X dans Z qui envoie chaque generateur sur 1.Â Â
L'ensemble X des generateurs de F est ordonne implicitement par leÂ Â Â
 4choix d'une indexation des ses elements: X s x , . . . , x .Â Â 1 n
}Pour tout x g X, la derivation ›r› x notee › pour simplifierÂ Âi i i
l'ecriture, est definie ainsiÂ Â
}› 1 s 0;i
}soit x g X alors › x s d ;j i j i, j
w x}soient p, q g Z F et a , b g Z, alors
› a p q bq s a › p q b › q et › pq s qu › p q p › q.Ž . Ž .i i i i i i
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}La formule fondamentale du calcul differentiel libre s'exprime parÂ
p y pu s S › p x y 1 .Ž . Ž .i i
i
Ž .}Soit f g E n d F un endomorphisme, le jacobien de f est la matrice
J s › x f ,Ž .Ž .f j i
ou i est l'indice de ligne et j l'indice de colonne.Á
}Rappelons la formule de la multiplication des jacobiens qui est
Ž .analogue au produit de matrices: soient f, c g E n d F , alors
J s J c ? J .fc f c
w xD'apres un resultat de Birman Birm.2 , un endomorphisme f est unÁ Â
automorphisme si et seulement si J est inversible. La formule de laf
Ž . y1multiplication permet de calculer l'inverse: soit f g A u t F alors J sf
J fy1 .f
On recupere ainsi une partie des outils de l'algebre lineaire mais, ainsiÂ Á Á Â
w xque le signalait Lyndon Lynd , certaines constructions essentielles comme
le determinant feront toujours defaut. De maniere a simplifier les for-Â Â Á Á
mules et a avoir une ecriture aussi proche que possible de l'algebreÁ Â Á
lineaire classique nous introduisons quelques definitions nouvelles.Â Â
w xDEFINITION 3.1. Pour tout p g Z F son gradient, designe par › p, estÂ Â Â
w xnle vecteur ligne de Z F defini parÂ
› p s › p .Ž .j
Cette notation permet d'exprimer l'action d'un endomorphisme a l'aide duÁ
gradient et du jacobien:
ff› w s › w J .Ž . Ž . f
}Pour tout E, E ; Y, on notera
 4x : Y “ 0, 1 ,E
Ž .la fonction caracteristique de E, fonction telle que x y s 1 si y g E, et 0Â E
sinon.
}On designe par ¤ecteur caracteristique le vecteur ligneÂ Â
X s x x x y x xy1 , i s 1, . . . , n ,Ž . Ž .Ž .E E i i E i
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de sorte que la i eme composante estÁ
0 si x "1 f E,i
y1x si x g E et x f E,i i i
y1y1 si x g E et x f E,1 i
"1x y 1 si x g E.i i
w x t}Pour tout p g Z F , on pose d p s › p X .E E
Avec ces notations la formule fondamentale peut s'ecrire sous uneÂ
forme ``covariante'':
d p s › p tX .Y Y
Remarquons que la i eme composante du vecteur X est egale a d x , onÁ Â ÁE E i
peut donc ecrire la formuleÂ
< <X
d w s S › w d x .E i E i
is1
Ž .PROPOSITION 3.1. Soit u, v g F alors d uv s d u q u d v.E E E
Preu¤e.
< <X
d uv s S › uv d xŽ . Ž .E i E i
is1
< < < < < <X X X
s S › u q u › v d x s S › u d x q u S › v d xŽ .i i E i i E i i E i
is1 is1 is1
s d u q u d v.E E
C.Q.F.D.
DEFINITION 3.2. Le symbole s designe l'applicationÂ ÂE, w
 4s : u, v ; uv s w “ y1, 0, 1 4Ž .E , w
definie parÂ
y1 pour une E-coupure a gauche,¡ Á~ 0 pour l'absence de coupure,s u, v sŽ .E , w ¢ 1 pour une E-coupure a droite.Á
Ž . Ž .Si u, v est une E-coupure, s u, v coõncide avec le sens de la coupureÈE, w
tel que nous l'avons defini a la remarque 1.6.Â Á
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LEMME 3.1. Soit w g F et soit E une partie de Y alors d w ¤erifie laÂE
formule
d w s S s u, v u.Ž .E E , w
uvsw
< <Preu¤e. Raisonnons par recurrence sur w .Â
< <Si w s 0, alors w s 1 il n'y a aucune coupure dans w et le lemme et
trivialement verifie.Â Â
< < « Ž«y1.r2Si w s 1, alors w s x avec « s "1 et d w s « x d x , oni E i E i
verifie facilement que la formule s'applique.Â
< < < < < <Si w ) 0 posons w s uv avec u , v ) 0 et uv reduit. D'apres laÂ Á
proposition 1,
d w s d u q u d vE E E
et en appliquant l'hypothese de recurrenceÁ Â
d w s S s p, q p q u S s p, q p.Ž . Ž .E E , u E , ¤
pqsu pqsv
Maintenant remarquons que:
}tout facteur gauche de u est un facteur gauche de w;
}si p est un facteur gauche de v alors up est est un facteur gauche
de w;
Ž . Ž .}toute coupure externe a gauche resp. droite de u resp. v est uneÁ
Ž .coupure externe a gauche resp. a droite de w;Á Á
}toute coupure interne de u ou de v est une coupure interne de w de
meme sens.Ã
Ž .Il reste a examiner les cas de u, v :Á
q y Ž .}si u, v f E, s u, v s 0;E, wq y Ž .}si u g E, v f E, s u, v s 1, la coupure externe a droite de uÁE, w
est une coupure interne a droite de w, le terme u de d u donne le terme uÁ E
de d w;E q y Ž .}si u f E, v g E, s u, v s y1, la coupure externe a gauche de vÁE, w
est une coupure interne a gauche de w, le terme y1 de d v donne leÁ E
terme yu de d w;Eq y Ž .}si u, v g E, s u, v s 0, le terme u de d u s'annule avec leE, w E
terme yu de ud v. C.Q.F.D.E
Comme nous l'avons remarque plus haut, lorsque E s Y on retrouve laÂ
Ž .formule fondamentale avec d x s x y 1 ,Y i i
< <X
d w s w y 1 s S › w d x ,Y i Y i
is1
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puisque dans ce cas w possede bien deux Y-coupures qui sont la coupureÁ
Ž . Ž .exterieure gauche 1, w et la coupure exterieure droite w, 1 .Â Â
En appliquant ces outils aux transvections, on peut formuler de facËon
purement algebrique la condition necessaire et suffisante donnee par laÂ Â Â
Ž .proposition 1.2. pour qu'un endomorphisme E; e soit une transvection.
Ž .PROPOSITION 3.2. Le couple E; e definit une trans¤ection si et seule-Â
ment si il existe un facteur gauche u de e tel que d e s « u y 1 a¤ec « s 1 siE
Ž . Ž .E; e est une trans¤ection droite et « s y1 si E; e est une trans¤ection
gauche.
ÂPreu¤e. Evidente en appliquant le lemme 1:
Ž .d e s 0 m « s 1 et u s 1 m E; e est une transvection droit ou eÁE
est sans E-coupures;
Ž .d e s u y 1 m « s 1 et u / 1 m E; e est une transvection droiteE
Ž . Ž .avec e s uv les E-coupures 1, uv a gauche et u, v a droite;Á Á
Ž .d e s yu y 1 m « s 1 et u / 1 m E; e est une transvectionE
Ž . Ž .gauche avec e s uv, les E-coupures a gauche 1, uv et u, v . C.Q.F.D.Á
Ž .PROPOSITION 3.3. Soit f s E; e une trans¤ection, alors le jacobien de f
est la matrice
J s D I qtX › e ,Ž .f f E
ou D est la matrice diagonaleÁ f
d 1 q ey1 y 1 x xy1 .Ž . Ž .Ž .Ž .ž /i , j E i
ŽŽ Ž ...Preu¤e. Par definition du jacobien on a J s › x f . Par definitionÂ Âf j i
des transvections quatre cas sont possibles pour x f:i
"1 Ž .}si x g E9 alors x f s x et › x f s d ;i i i j i i, j
y1 Ž .}si x g E9 et x g E alors x f s x e et › x f s d q x › e;i i i i j i i, j i j
y1 y1 Ž . y1}si x g E et x g E9 alors x f s e x et › x f s e d yi i i i j i i, j
ey1 › e;j
"1 y1 Ž . y1 y1Ž .}si x g E alors x f s e x e et › x f s e d q e x y 1 › e.i i i j i i, j i j
Le coefficient courant de la ligne i et de la colonne j est donc
d 1 q ey1 y 1 x xy1 1 q x x x y x xy1 › e .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .i , j E i i E i E i j
C.Q.F.D.
Ž . Ž .PROPOSITION 3.4. Soit f s E; e une trans¤ection d'in¤erse E; e9 le
jacobien de f a pour expression





y1D s d 1 q e y 1 x xŽ . Ž .Ž .Ž .ž /f i , j E i
fy1 y1s d 1 q e9 y 1 x xŽ . Ž .ž /i , j E iž /ž /ž /
s d q e y 1 x xy1 s Dy1 ,Ž . Ž .Ž .ž /i , j E i f
ensuite
f ft ty1 f y1 f
y1 y1J s J s D I q X › e9 s D I q X › e9 ,Ž .Ž . Ž .ž /f f f E f E
y1Ž y1 .ensuite de e9 s f e on deduitÂ
fy1 y1 y1 f y1 y1 y1 y1
y1› e9 s › f e s › e J s › e J s ye › e J ,Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .f f f f
on a donc
Jy1 s Dy1 I ytX fey1 › e Jy1 .ž /f f E f
Le resultat s'obtient finalement en multipliant a droite par J les deuxÂ Á f
membres de cette egalite. C.Q.F.D.Â Â
Ž w x. < x <Le morphisme d'augmentation u s'etend naturellement a Z F , parÂ Á
Ž . usuite a tout element f de A u t F on peut faire correspondre J , sonÁ Â Â f
Ž .image naturelle dans GL Z , qui est une matrice unimodulaire. Cette< x <
Ž . Ž .application determine un morphisme A u t F “ GL Z . Les elementsÂ Â Â< x <
Ž .de A u t F qui ont une image naturelle de determinant 1 constituent leÂ
groupe des automorphismes special que nous evoquerons dans l'exemple 1Â Â
du paragraphe 4.
PROPOSITION 3.5. Une trans¤ection droite a pour image naturelle dans
Ž .GL Z une matrice de determinant 1 et une trans¤ection gauche une matriceÂ< x <
de determinant y1.Â
Preu¤e. La preuve s'etablit par induction en suivant la deuxieme partieÂ Á
de la preuve du theoreme 2.1, qui traite des transvections gauches: uneÂ Á
transvection gauche se decompose toujours en un produit contenant unÂ
nombre impair de transvections gauches. La proposition est vraie pour les
Ž y2 .transvections de la forme a, a et pour les automorphismes de tresses
Ž y14 y1 .a, b , a b . C.Q.F.D.
Ž .PROPOSITION 3.6. Soit f s E; e une trans¤ection, pour tout w g F on
a la formule
f ff y1› w s › w D q d w e › e.Ž . Ž . Ž .f E
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Preu¤e. Appliquons la proposition 4,
f f tf f y1› w s › w J s › w D q X e › eŽ . Ž . Ž . ž /f f E
ff t y1s › w D q › w X e › e.Ž . Ž .f E
Par definition › w tX s d w d'ou le resultat. C.Q.F.D.Â Á ÂE E
Ž .PROPOSITION 3.7. Soit f s E; e une trans¤ection de sens « , par hy-
Ž . Ž .pothese e contient ou bien la coupure a gauche 1, e et la coupure u, v deÁ Á
Ž .sens « a¤ec e s uv, ou bien aucune coupure dans ce cas u s 1 et « s 1 .
Soit w g F, alors
ff y1d w s « d w v .Ž . Ž .E E
Preu¤e. Appliquons les propositions 2 et 3,
f ft t t td wf s › wf X s › w J X s › w D I q X › e XŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .E E f E f E E
f ft t t ts › w D X q X › e X s › w D X 1 q d eŽ . Ž . Ž .Ž .f E E E f E E
f ft f y1 y1s › w X e 1 q d e s d w e 1 q d eŽ . Ž . Ž . Ž .E E E E
Ž f. Ž .f y1si u / 1 alors d e s y1 q « u et d w s « d w v ; si u s 1 alorsE E E
Ž f. Ž .f y1e s v, d e s 0, et d w s d w e , la formule reste valable.E E E
C.Q.F.D.
Ž .LEMME 3.2. Soit un mot w g F, soit une trans¤ection, f s E; e a¤ec
w xe s uv, soit C , . . . , C l'ensemble des E-coupures de w et c , . . . , c la0 ky1 0 k
segmentation de w selon E, alors le mot wf admet pour segmentation
w xd , . . . , d a¤ec0 k
d s f c vy1 , . . . , d s vf c vy1 , . . . , d s vf cŽ . Ž . Ž .0 0 i i k 0
Ž .et wf est librement egal au produit d d ??? d les d etant supposes reduits .Â Â Â Â0 1 k i
Preu¤e. Il suffit d'appliquer le lemme 1 puis la proposition 6:
ff y1d w s « d w vŽ . Ž .E E
y1s « « f c q « f c c q ??? q« f c ??? c v .Ž . Ž . Ž .0 0 1 0 1 ky1 0 ky1
Deux termes de cette somme ne peuvent pas se simplifier, sinon cela
impliquerait pour un certain p et un certain q, q ) p, que
f c ??? c s f c ??? c ,Ž . Ž .0 p 0 q
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Ž .donc que f c ??? c s 1 et finalement que c ??? c s 1 ce qui estpq1 q pq1 q
Ž . y1impossible si w est un mot reduit. En posant h s «« et d s vf c v ,Â i i i i
on a donc
d w f s h d q h d d q ??? qh d ??? d .Ž .E 0 0 1 0 1 ky1 0 ky1
On en deduit immediatement que w f a k coupures CX , . . . , CX de sensÂ Â 0 ky1
X Ž .respectif h , . . . , h , et C s d . . . d , d ??? d .0 ky1 i 0 i iq1 k
Par definition w f a donc pour segmentationÂ
y1 y1f c v , . . . , vf c v , . . . , vf c .Ž . Ž . Ž .0 i 0
Ž . y1Remarquons qu'il peut y avoir des reductions a operer dans vf c vÂ Á Â i
pour obtenir un representant reduit de d . C.Q.F.D.Â Â i
Ž .COROLLAIRE. Soit f s E; e une trans¤ection a¤ec e s uv, et soit w un
element de F. Alors il existe une correspondance biuni¤oque entre les coupuresÂÂ
Ž .de w et celles de wf qui respecte leur rang: a chaque coupure C s p, q deÁ i
X ŽŽ . y1 Ž ..w correspond la coupure C s pf v , v qf de wf.i
On remarquera qu'une transvection droite conserve le sens des coupures
alors qu'une transvection gauche l'inverse. L'expression des coupures au
moyen d'un polynome, que permet le lemme 1 et les resultats qui suivent,Ã Â
nous procurera une technique efficace pour caracteriser exhaustivementÂ
les transvections appartenant au stabilisateur d'un ensemble de mots. Ceci
est illustre dans le paragraphe suivant pour le cas du stabilisateur d'un motÂ
lineaire. Nous retrouverons cette technique appliquee aux mots quadra-Â Â
tiques dans le prochain article.
4. QUELQUES EXEMPLES DE GROUPES
DE TRANSVECTIONS
Le groupe des automorphismes internes, le groupe des IA-automor-
phismes, le groupe des tresses, le groupe des tresses pures et comme nous
l'avons vu, le groupe defini par Gold, ainsi que bien d'autres groupesÂ
Ž .definis algebriquement comme sous-groupes de A u t F sont des groupesÂ Â
engendres par des transvections elementaires. Il est facile de montrer,Â Â Â
Ž .comme nous allons le voir plus loin, que A u t F est lui-meme engendreÃ Â
par les seules transvections lineaires, sans l'intervention des generateursÂ Â Â
de son groupe de symetries. Tous ces groupes appartiennent a une memeÂ Á Ã
Ž .famille que nous avons propose de nommer cf. Introduction les groupesÂ
de trans¤ections, ou groupes preclassiques, cette derniere denominationÂ Á Â
s'imposant naturellement par la presence au sein de cette famille desÂ
stabilisateurs de mots quadratiques.
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Essai de nomenclature des groupes de trans¤ections
On peut classer les groupes de transvections en fonction des proprietesÂ Â
des transvections generatrices, et plus finement ensuite en fonction de laÂ Â
forme des relations verifiees par les generateurs, lorsqu'elles sont connues.Â Â Â Â
Elles ne le sont pour le moment que dans certains cas tres simples, et leurÁ
recherche est le probleme le plus difficile mais aussi le plus interessantÁ Â
que posent les groupes de transvections.
Soit un ensemble T de transvections possedant une propriete P, alors leÂ Â Â
groupe engendre par T est qualifie par la propriete P. Par exemple unÂ Â Â Â
Ž .groupe de transvections lineaires resp. quadratiques est un groupe en-Â
Ž .gendre par un ensemble de transvections lineaires resp. quadratiques . UnÂ Â
groupe de transvections dont les transvections generatrices sont toutes lesÂ Â
transvections possedant la propriete P est le groupe maximal pour cetteÂ Â Â
propriete.Â Â
Ž .Exemples. A u t F est le groupe de transvections lineaires maximal. LeÂ
groupe des IA-automorphismes est le groupe de transvections quadra-
tiques alternees maximal. Le groupe des automorphismes internes estÂ
Ž .maximal pour la propriete: E; e est une transvection ou E s Y. LeÂ Â Á
stabilisateur du sous-groupe des mots de longueur paire est engendre parÂ
Ž . < Ž . <les transvections E; e telles que pour tout x g X, x E; e soit impair, il
est donc maximal.
DEFINITION. On dit qu'un groupe de transvections G possedant laÂ Â
Ž .propriete P est a presentation hereditaire en abrege hereditaire si cellesÂ Â Á Â Â Â Â Â Â Â
des relations d'une presentation du groupe maximal pour la propriete PÂ Â Â
qui s'appliquent aux generateurs de G, constituent un ensemble suffisantÂ Â
de relations pour G.
Ainsi le groupe des automorphismes internes, et comme nous allons le
voir, le groupe special des automorphismes, le stabilisateur d'un motÂ
lineaire, et le groupe des tresses, sont des groupes de transvectionsÂ
elementaires hereditaires: il sont engendre par des ensembles de transvec-Â Â Â Â Â
Ž . Ž .tions elementaires et celles des relations R00 ] R09 de la presentationÂ Â Â
Ž .de A u t F definie au paragraphe 2 qui s'appliquent sont suffisantes.Â
Ž .Exemple 1. A u t F et le groupe specialÂ
Ž .Pour montrer que A u t F est un groupe de transvections lineaires ilÂ
suffit de verifier que les generateurs de S peuvent s'exprimer comme desÂ Â Â F
produits de transvections lineaires. Nous nous appuyons sur la presenta-Â Â
² : w x Ž .tion G ; R de Gersten Gerst.1, theoreme 1.2 . La relation R08 duÂ Án n
theoreme 2.1, appliquee a des transformations de Nielsen10 est la relationÂ Á Â Á
10 Par transformations de Nielsen nous entendons exclusivement les transvections de la
Ž 4 .forme a ; b , bien que certains auteurs incluent dans cette denomination les permutations.Â
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Ž .S4 de Gersten:
 4  y1 4  y1 4 y1 y1 y1S4 b ; a a ; b b ; a s a, b , a , b .Ž . Ž .Ž . Ž . Ž .
Considerons les automorphismes de tresses, qui sont les transvectionsÂ
Ž y14 y1 .lineaires gauches de la forme a, b ; ba , on a alorsÂ
 y1 4 y1  y1 4a, b ; ba b, b ; a s a, b ,Ž .Ž . Ž .
puis
a, by1 , ay1 , b a, b s a, ay1 .Ž . Ž . Ž .
Comme S est engendre par les transpositions et les inversions ceciÂF
Ž .prouve que lorsque F est de rang superieur a 1, A u t F est un groupe deÂ Á
11 ² : Ž .transvections lineaires. Dans la presentation G ; R de A u t F on neÂ Â n n
peut pas eliminer S car on ne peut pas exprimer les transpositions et lesÂ F
inversions de S au moyen des seules transformations de Nielsen.F
Considerons maintenant le groupe special des automorphismes de FÂ Â
Ž . w xdesigne par S A F , groupe qui a ete etudie par Gersten dans Gerst.1 .Â Â Â Â Â Â
Ž .Soit le u morphisme d'augmentation, a tout element f de A u t F onÁ Â Â
u Žpeut faire correspondre le determinant de J l'image du jacobien de fÂ f
Ž .. Ž .  4dans GL Z , ceci determine un morphisme A u t F “ y1, 1 dont leÂ< x <
Ž .noyau est S A F .
Ž .Designons par A s S A F l S le groupe des symetries alterne de F.Â Â ÂF F
Ž .On peut verifier facilement que la presentation de S A F donnee parÂ Â Â
w xGersten Gerst.1, theoreme 2.8 peut etre remplacee par la presentationÂ Á Ã Â Â
² : Ž .obtenue en substituant A a S dans la presentation G ; R de A u t F :Á ÂF F n n
Ž .A0 un ensemble de relations definissant A ;Â F
Ž . Ž 4 .y1 Ž 4 y1 .A1 a ; b s a ; b ;
Ž . wŽ 4 . Ž 4 .x "1 "1A2 a ; b , c ; d s 1 si a / c, d ; b / c ;
Ž . wŽ 4 . Ž 4 .x Ž 4 . "1A3 a ; b , b ; c s a ; c si a / c ;
Ž . Ž 4 .Ž y14 .Ž y14 y1 . Ž y1 y1 .A4 b ; a a ; b b ; a s a, b , a , b ;
Ž . y1Ž 4 . Ž 4 .A5 s a ; b s s as ; bs , ou s g A .Á F
² :Cependant la situation change par rapport a G ; R ; le groupe A estÁ n n F
Ž y1 y1 .engendre par les cycles de forme a, b , a , b , les relations de la formeÂ
Ž . Ž .A5 montrent donc que S A F est engendre par les seules transforma-Â
tions de Nielsen, donc a fortiori par les transvections lineaires droites.Â
Ž .D'apres la remarque 2.1 S A F est un groupe de transvections lineairesÁ Â
11 Ž . Ž y1 . Ž 4 y2 .D'apres la relation R08 l'inversion a, a est la transvection gauche a ; a qui estÁ
Ž .quadratique et donc non lineaire. Pour cette raison, lorsque F est le groupe cyclique, A u t FÂ
 Ž y1 .4n'est pas lineaire mais seulement elementaire, etant reduit a 1, a, a .Â Â Â Â Â Á
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hereditaire. Il est aussi maximal pour les transformations de Nielsen etÂ Â
donc pour les transvections lineaires droites.Â
Exemple 2. Quelques groupes associes a des groupes de dimensionÂ Á
Ž .Ici, pour une transvection E; e , la propriete P est l'appartenance de e aÂ Â Á
un sous-groupe G normal dans F, de sorte que si e, f g G alors feŽF ; f. g G.
 4DEFINITION 4.1. Soit u , avec « g q1, y1 , l'application de X dans ZÂ «
definie par x “ « , pour tout x g X. Cette application s'etend naturelle-Â Â
w x Žment en un morphisme de F dans Z puis de Z F dans Z u est leq1
. nmorphisme d'augmentation . On designe par F le sous-groupe de FÂ «
constitue des mots w tels toutes leurs derivees de Fox jusqu'a l'ordre nÂ Â Â Á
inclus aient pour image 0 par l'application u . On convient que la deriveeÂ Â«
d'ordre 0 de w est w y 1.
Avec ces notations F 0 est le groupe F lui-meme, F 0 est le groupeÃq1 y1
engendre par les mots de longueur paire, F 1 est F 9 le commutateur deÂ q1
1 12 w x Ž .F, enfin F est le groupe des elements w tels que ; i g 1, n , u › wÂ Ây1 y1 i
Ž . 1 1 1s 0 voyez la Fig. 3 . On designera par F le groupe F , F qui estÂ q1, y1 q1 y1
traditionnellement note F 2 et par F 1 le groupe F 1 l F 1 qui est egalÂ Â"1 q1 y1
w 0 0 xa F , F . Tous ces groupes sont normaux dans F.Á y1 y1
Remarque. Les mots elementaires appartenant a F 0 sont de longueurÂ Â Á y1
paire; ceux qui appartiennent a F 1 , F 1 , F 1 sont respectivement,Á q1, y1 q1 y1
quadratiques, quadratiques alternes, quadratiques non alternes. Nous avonsÂ Â
Ž . 1demontre non publie que F est engendre par les carres des mots deÂ Â Â Â Ây1
longueur impaire
ÂDEFINITION 4.2. Etant donne G, un sous-groupe normal de F, onÂ Â
Ž . Ž .designe par K G le sous-groupe de A u t F des automorphismes quiÂ
envoie tout w de F sur un mot de la forme wg ou g g G. Il faut noter queÁ
Ž .K G n'est normal que si G est caracteristique.Â
PROPOSITION 4.1. Pour tous les groupes G s F i, a¤ec i s 0, 1 et « s "1,«
1 1 Ž .ainsi que pour G s F , F le groupe K G est engendre par l'ensembleÂq1, y1 "1
Ž .des trans¤ections elementaires E, u telles que u g G.ÂÂ
Preu¤e. On etablit facilement ces resultats en considerant l'imageÂ Â Â
Ž .naturelle de ces groupes dans GL Z par les morphismes u et en< x < «
Ž 1 .utilisant les generateurs de K F . C.Q.F.D.Â Â q1
12 w xRemarquons au sujet de ce groupe que le theoreme 3.5, p. 107, dans Birm.2 neÂ Á
s'applique pas lorsque f est un morphisme non trivial dans un groupe d'unites. C'est le cas iciÂ
1 w 0 0 xpour u , puisque le groupe F n'est pas egal a F , F .Â Áy1 y1 y1 y1
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FIGURE 3
Ž 0 . Ž .}K F est A u t F .q1
Ž 0 .}K F est lineaire car il est engendre par les transvections lineairesÂ Â Ây1
Ž . < Ž . <E; e telles que pour tout x g X, x E; e soit impair, dans ce sens il est
aussi maximal. On peut exprimer les elements de S au moyen de laÂ Â F
FIGURE 4
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Ž . Ž .relation R08 et comme nous l'avons fait pour A u t F dans l'exemple
precedent.Â Â
Ž 1 .}K F est le groupe maximal des transvections quadratiques. Ilq1, y1
contient un sous-groupe interessant qui est le groupe des automorphismesÂ
palindromiques. Ce groupe, qui a pour propriete caracteristique d'envoyerÂ Â Â
chaque generateur de F sur un palindrome a ete etudie par Collins enÂ Â Â Â Â Â
w x Ž .Coll.2 qui donne une presentation de Pp F le groupe des automor-Â
phisms palindromiques purs.
Ž y1 .Les generateurs sont les inversions x , x et les automorphismsÂ Â
x “ yxy, z “ z, ou z, y, z g Y et y, z / x "1 ,Á
Ž 4 y2 . Ž 4 y1 .ce sont les transvections quadratiques c s x ; x et t s x ; x yxy ,x xy
Ž 1 . y1 y2Ž .2elles appartiennent a K F puisque x yxy s x xy .Á q1, y1
On obtiendrait une presentation plus ``parlante''en remplacËant t parÂ xy
Ž 4 Ž y1 .2 .c s t c s x ; x y , qui est aussi une transvection gauche de laxy xy x
Ž 2 . Ž .forme E, e . En tant que groupe de transvections elementaires Pp FÂ Â
w xn'est pas hereditaire, les relations donnees en Coll.2 sontÂ Â Â
t t s t t , 4.1Ž .xz yz yz xz
t t s t t , 4.2Ž .xz yt yt xz
y1t t t s t t t . 4.3Ž . Ž .xz yz xy xy yz xz
Ž . Ž . Ž .Les relations 4.1 et 4.2 sont des cas particuliers de la relation R04
Ž . Ž .mais la relation 4.3 n'est pas deductible des relations de A u t F . SiÂ
Ž .Pp F est hereditaire c'est plus probablement par rapport au groupeÂ Â
Ž 1 . Žmaximal K F dont on ne connaõt pas de presentation ce cas est aÃ Â Áq1, y1
.rapprocher de celui des tresses pures etudie plus loin .Â Â
Ž 1 .}K F est le groupe des IA-automorphismes c'est le groupe maximalq1
des transvections quadratiques alternees. On sait que ce groupe est engen-Â
Ž y14 . Ž 4 w x.dre par les transvections de la forme x, x ; y et x ; y, z avec y, z /Â
x "1.
Ž .Puisque ce groupe est le noyau du morphisme naturel de A u t F sur
Ž .GL Z il suffit, pour obtenir les transvections generatrices, de determinerÂ Â Â< x <
quelles sont les transvections dont l'image est triviale. En reprenant la
formule du jacobien d'une transvection,
J s D I qtX › e ,Ž .f f E
Ž .il est immediat que pour avoir u J s I, une au moins des conditionsÂ f
Ž . Ž . Ž .u › e s O vecteur nul ou u X s O doit etre verifiee. La premiereÃ Â Â ÁE
Ž . w xdefinit les transvections E; e telles que e g F, F dont font partie lesÂ
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Ž 4 w x. Ž .transvections x ; y, z , la deuxieme les transvections E; e telles queÁ
y1 Ž y14 .E s E , comme les transvections x, x ; y , generatrices du sous-groupeÂ Â
T edudie dans l'exemple 4. Remarquons qu'elles sont aussi quadratiquesÂ Â
alternees. En effet des relations du theoreme 2.1 on tireÂ Â Á
Ž . Ž y14 . Ž 4 .Ž y14 .R02 x, x ; y s x ; y x ; y ;
Ž . Ž y14 . Ž 4 y1 y1 .R13 x ; y s x ; x y x ;
Ž . Ž 4 .Ž 4 y1 y1 . Ž 4 w y1 y1 x.R02 x ; y x ; x y x s x ; x , y .
Cette relation reste valable lorsque y s x,
y1 w y1 x 4  4  4x, x ; x s x ; x , x s x ; 1 s 1,Ž .Ž . Ž .
Ž . Ž 4 .mais ce cas se deduit de la relation R06 puisque x ; x n'est pas uneÂ
transvection. On a aussi la relation
"1 "1 y1 y1 y1x , y ; xy s x, y ; x , y , 4  4Ž . Ž .
qui joue un role dans le groupe des tresse pures. En effetÃ
Ž . Ž y14 .Ž y14 . Ž y14 .R02 x, x ; y x, x ; x s x, x ; xy ,
Ž . Ž y14 .Ž y14 . Ž y14 .R02 y, y ; y y, y ; x s y, y ; yx ,
Ž . Ž y14 .Ž y14 . Ž "1 "14 .R03 y, y ; yx x, x ; xy s x , y ; xy ,
Ž y14 . Ž 4 w y1 y1 x.x, x ; y s x ; x , y ,
Ž y14 . Ž y14 w y1 x.y, y ; x s y ; y, x ,
Ž y14 w y1 x.Ž 4 w y1 y1 x. Ž y14 w y1 y1 x.y ; y, x x ; x , y s x, y ; x , y .
Ž 0 . Ž 1 .}K F et K F sont maximaux, ils jouent un role similaire, vis-a-visÃ Áy1 y1
des mots quadratiques non alternes et donc des surfaces non orientables aÂ Á
Ž 1 . Ž 0 .celui de K F et K F vis-a-vis des mots quadratiques alternes et desÁ Âq1 q1
surfaces orientables.
Il serait interessant de connaõtre une presentation de ces groupes avecÂ Ã Â
Ž .leur transvections generatrices, comme pour A u t F , en particulier pourÂ Â
le groupe des IA-automorphismes et de determiner a quels groupes deÂ Á
dimension la proposition 1 s'applique, en particulier les groupes de la serieÂ
centrale inferieure de F.Â
Exemple 3. Le stabilisateur d'un mot lineaireÂ
Ž .L'etude du groupe S t a b L , lorsque L est un mot lineaire differentÂ Â Â
d'une lettre, peut sembler avoir un interet limite etant donne que L est unÂ Ã Â Â Â
Ž .mot primitif, donc non reduit et que S t a b L est alors isomorphe auÂ
Ž .groupe S t a b x , avec x g Y, dont les generateurs sont faciles a deter-Â Â Á Â
miner. Cependant ce groupe a un interet indeniable: il contient commeÂ Ã Â
sous-groupe strict le groupe des tresses, et il est etroitement apparente auÂ Â
groupe d'automorphismes du groupe fondamental d'une surface ouverte.
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Dans ce cas en effet il est bien connu que le groupe fondamental est libre
car son relateur, qui est le produit d'un mot quadratique alterne et d'unÂ
mot lineaire, est primitif. Enfin c'est l'exemple le plus simple d'une familleÂ
de mots dont les stabilisateurs sont des groupes de transvections lineaires.Â
Nous caracteriserons pour commencer l'ensemble de transvections deÂ
Ž .S t a b L , avant d'etablir que ce groupe est un groupe de transvectionsÂ
elementaires a presentation hereditaire.Â Â Á Â Â Â
 4 y1DEFINITIONS. On pose X s y g Y; ye L l X, Y s X j X etÂ L L L L
 4on definit S s s g S ; L s s L le groupe des symetries de L .Â ÂL F
Ž .LEMME 4.1. Soit L un mot lineaire, alors une trans¤ection E; e appar-Â
Ž .tenant a S t a b L est telle que soit le mot L ne possede aucune E-coupure,Á Â
Ž . Ž .soit il en possede exactement 2 de sens oppose c , c c et c c , c a¤ecÁ Â 0 1 2 0 1 2
L s c c c et e s c k ou k est un entier quelconque non nul.Á0 1 2 1
Ž .Preu¤e. Soit f s E; e une transvection de sens « , avec e s uv, qui
Ž . f Ž f.appartienne au groupe S t a b L . On a donc L s L et d L sE
Ž .d L . En appliquant la formule de la proposition 3.6 on obtient l'egaliteÂ ÂE
f y1d L s « d L v .Ž . Ž .E E
Supposons qu'il y ait dans L , les k E-coupures, C , . . . , C , de sens0 ky1
Ž .respectif « , . . . , « . Posons C s c ??? c , c ??? c . Alors d'apres leÁ0 ky1 i 0 i iq1 k
lemme 3.2,
d L s « c q « c c q ??? q« c ??? c ,Ž .E 0 0 1 0 1 ky1 0 ky1
on en deduit l'egaliteÂ Â Â
« c q « c c q ??? q« c ??? c0 0 1 0 1 ky1 0 ky1
Ž1q« .r2 « Ž1q« .r20 0 1s « « c e q « c e c e q ???0 0 1 0 1
Ž1q« .r2 y10q« c ??? c e v .ky1 0 ky1
D'apres le lemme 3.2, chaque terme du membre de gauche est egal auÁ Â
terme correspondant du membre de droite, qui possede necessairement leÁ Â
meme nombre de coupures. On en deduit immediatement que « s 1.Ã Â Â
Ensuite pour le premier terme on a
«« c eŽ1q« 0 .r2 vy1 s « c .0 0 0 0
On en deduitÂ
si « s 1 alors u s 1 et si « s y1 alors v s 1,0 0
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ensuite on obtient pour le deuxieme terme:Á
« c e« 0 c eŽ1q« 1.r2 vy1 s « c c .1 0 1 1 0 1
On en deduit:Â
si « « s 1 alors v s 1 ou u s 1 suivant le cas, ce qui implique que1 0
Ž .E; e est l'identite;Â
si « « s y1 alors v s c k ou u s c k suivant le cas.1 0 1 1
Ž . Ž k . Ž .kDans tous les cas on a donc E; e s E; c s E; c . Nous sup-1 1
Ž .poserons desormais que k s 1 puisque E; c appartient evidemment aÂ Â Á1
Ž . Ž .S t a b L voyez la figure 5 .
Il ne reste plus a verifier qu'il ne peut pas y avoir une seule coupure ouÁ Â
plus de deux coupures pour un mot lineaire.Â
Ž .S'il n'y a qu'une seule coupure c , c de sens « , le resultat est trivial:Â0 1
on a l'egalite c e«c s c c qui implique e s 1.Â Â 0 1 0 1
S'il y a plus de deux coupures posons L s c c u. D'apres ce qui precedeÁ Â Á0 1
e s c , soit e n'a pas de coupure externes et qc , yu g E, soit il a deux1 0
coupures externes de sorte que qc , yc g E. Posons x sqc et y syu1 1 0
dans un cas et x sqc , y syc dans l'autre. Dans tous les cas le mor-1 1
Ž . Ž .phisme c s E y x y y, e est une transvection avec c c c s c c et0 1 0 1
uc s u. On peut donc reiterer sur u le raisonnement fait sur L : il y a auÂ Â
moins deux coupures dans u et on obtiendrait alors une nouvelle valeur
pour e. Comme L est lineaire cette valeur est necessairement contradic-Â Â
toire avec celle qui a deja ete trouvee. C.Q.F.D.Â Á Â Â Â
Ž .COROLLAIRE 4.1. Soit L un mot lineaire, si une trans¤ection E; eÂ
Ž .appartient a S t a b L alors E ¤erifie la condition sui¤ante: pour toute areteÁ Â Ã
Ž . Ž .x, y de L*, si x, y n'est pas le bord d'une E-coupure de L , alors x g E si
et seulement si y g E.
Ž .COROLLAIRE 4.2. Soit L un mot lineaire, toute trans¤ection E; e telleÂ
Ž .que d L s 0, appartient a S t a b L .ÁE
FIGURE 5
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Preu¤e. D'apres la proposition 3.6,Á
f f ff y1› L s ›L D q d L e › e s ›L D .Ž . Ž . Ž . Ž .f E f
Ž . «Posons f s E; e et L s ux v, avec x g X et u, v g F. Puisque L esti i
Ž«y1.r2 y1 Ž .lineaire › L s « ux . Si « s y1 et si x g E alors f › L sÂ i i i i
« uxy1 e et le coefficient d'indice i de la diagonale de D est ey1. Dansi f
Ž .tous les autres cas f › L s › L et le coefficient d'indice i de lai i
Ž .fdiagonale de D est 1. On a donc finalement ›L D s ›L et parf f
Ž f. fconsequent › L s ›L qui implique L s L . C.Q.F.D.Â
Ž .PROPOSITION 4.2. Soit L un mot lineaire, toute trans¤ection E; eÂ
Ž .appartenant a S t a b L est un produit de trans¤ections elementaires appar-Á ÂÂ
Ž .tenant a S t a b L .Á
Preu¤e. D'apres le lemme 1 le mot L possede 0 ou 2 E-coupures. Si LÁ Á
possede deux E-coupures, alors d'apres le lemme 3.3,Á Á
L s c c c et e s c k .0 1 2 1
Ž .Il est clair que E; c , qui est une transvection elementaire, appartient aÂ Â Á1
Ž . Ž . Ž .kS t a b L et que E; e s E; c .1
Supposons donc que L n'ait pas de E-coupure. On a donc d L s 0 etE
on applique le lemme 2 qui suit. C.Q.F.D.
Ž .LEMME 4.2. Soit L un mot lineaire et soit E; e une trans¤ection telleÂ
Ž . Ž .que d L s 0. Alors E; e est un produit de trans¤ections elementairesÂÂE
Ž .telles que chacune des trans¤ections F, f apparaissant dans ce produit ¤erifieÂ
Ž .la relation d L s 0.F
Ž .Preu¤e. Posons F s Y l E. Alors, d'apres le corollaire 1, d L s 0.ÁL F
Ž .Si F s B, il est evident que E; e est un produit d'automorphismes deÂ
Whitehead.
Supposons que F / B. Il existe certainement une lettre z, z g F avec
zy1 f F. Si F / E alors considerons l'automorphismeÂ
y1E y F ; z E; e E y F ; z .Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .C'est la transvection F; e9 , avec d L s 0. On peut donc supposerf
desormais que F s E.Â
Considerons le facteur xy le plus a gauche dans L tel x, yy1 g E. On aÂ Á
donc necessairement xy1 f E. Il existe certainement une lettre z ayantÂ
une occurrence dans L telle que zy1 g E et z f E.
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Si z / y alors considerons l'automorphismeÂ
y1y1 y1x, y ; z E; e x, y ; z . 4  4Ž .Ž . Ž .
Ž . Ž . y1C'est une transvection E9; e9 , avec d L s 0 et E9 s E y x y y .E9
En repetant ce procede un nombre suffisant de fois, on parvient a uneÂ Â Â Â Á
 y14 Ž .situation ou E s x, y , avec d L s 0 et donc xye L . Ce cas estÁ E9
traite separement par les propositions 3 et 4. C.Q.F.D.Â Â Â
Ž y14.La presentation de T r a n s x, y a un interet en elle meme. On poseÂ Â Ã Ã
T Z s u, v ; x, yy1 ; uv g T r a n s x, yy1 4  4Ž . Ž . 4Ž . Ž .xy
Ž .et X s Z j X . Nous avons vu remarque 1.4 que les groupesxy
Ž y14. Ž .T r a n s x, y et T Z sont isomorphes.xy
Ž .Designons par S Z le sous-groupe special qui est le sous-groupe desÂ Âxy
Ž . Ž Ž ..transvections droites et par G Z resp. D Z les sous-groupes desxy xy
Ž . Ž Ž ..elements de la forme u, 1 resp. 1, v . Il est immediat que ces deuxÂ Â Â
groupes sont libres, le premier est librement engendre par l'ensembleÂ
 4  4yZx j yx et le second par l'ensemble Z j xy .
Les relations
u, v s u, 1 H 1, v s 1, v H u, 1Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž . Ž .impliquent que S Z est le produit direct G Z = D Z .xy x y xy
Ž .PROPOSITION 4.3. Le groupe S Z est elementaire, hereditaire, toutesÂÂ Â Âxy
Ž .les relations etant des consequences de la relation R02 entre les trans¤ectionsÂ Â
Ž . Ž .elementaires generatrices de G Z et D Z .ÂÂ Â Â xy xy
Ž . Ž .Preu¤e. Les groupes G Z et D Z sont isomorphes a des groupesÁxy xy
librement engendres par des mots elementaires, ils sont donc elementairesÂ Â Â Â Â
wŽ . Ž .xet trivialement hereditaires. Toute relation u, 1 , 1, v s 1 est une conse-Â Â Â
Ž .quence des relations de meme type entre les generateurs de G Z etÃ Â Â xy
Ž . Ž . Ž .D Z : soit g, 1 un generateur du premier et 1, d un generateur duÂ Â Â Âxy
second, alors les relations
g, 1 H 1, d s g, d et 1, v H u, 1 s g, dŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .sont la relation R02 entre des transvections elementaires: le mot gd estÂ Â
Ž .elementaire donc par definition la transvection g, d l'est aussi et cesÂ Â Â
wŽ . Ž .xrelations ont pour consequence la relation g, 1 , 1, d s 1. C.Q.F.D.Â
Ž . Ž .PROPOSITION 4.4. Le groupe T Z est l'HNN-extension de S Z parxy xy
Ž . Ž .l'isomorphisme in¤olutif u : D Z “ G Z , induit par la conjugaison parxy xy
Ž . Ž .y, y , de plus T Z est elementaire, hereditaire.ÂÂ Â Âxy
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Ž . Ž .Preu¤e. Considerons l'extension de S Z par l'element y, y . LaÂ Â Âxy
relation
2y, y s y, y H y, y s 1Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .est la relation R02 . Les generateurs de D Z verifient les relationsÂ Â Âxy
y1 y1y, y H 1, z H y, y s yzy , 1 avec z g Z 4.4Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
y1y, y H 1, xy H y, y s yx, 1 . 4.5Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž .Ces relations sont encore les consequences de la relation R02 entre desÂ
transvections elementaires:Â Â
y1y, y H 1, z s yz, yŽ . Ž . Ž .
yz, y H y, y s yzyy1 , 1Ž . Ž . Ž .
et
y1 y11, xy H y, y s y, xŽ . Ž . Ž .
y, y H y, xy1 s yx, 1 .Ž . Ž .Ž .
y1  4 Ž .En prenant yZy j yx comme famille de generateurs libres de G ZÂ Â xy
Ž . Ž . Ž .les relations 4.4 et 4.5 montrent que la conjugaison par y, y induit un
Ž . Ž .isomorphisme involutif u entre G Z et D Z . Il reste a etablir queÁ Âxy xy
Ž .toute relation de T Z de la formexy
y, y u, 1 y, y s 1, yy1 uy1 yŽ . Ž . Ž . Ž .
Ž . Ž .est une consequence des relations 4.4 et 4.5 , mais ceci est immediatÂ Â
Ž . Ž .puisque les groupes G Z et D Z , sont librement engendres respec-Âxy xy
y1  4  4tivement par yZy j yx et par Z j xy . Les relations de la forme
Ž .R02 entre des transvections elementaires sont donc suffisantes pourÂ Â
Ž .presenter T Z . C.Q.F.D.Â xy
Apres avoir trouve une caracterisation des transvections elementairesÁ Â Â Â Â
Ž .appartenant a S t a b L , il nous reste maintenant a etablir que ce groupeÁ Á Â
est engendre par des transvections lineaires. La preuve s'etablit parÂ Â Â
recurrence finie sur la longueur de L , il faut donc d'abord traiter le cas ouÂ Á
L est une lettre pour amorcer la recurrence.Â
Ž .LEMME 4.3. Soit x g Y alors S t a b x est une groupe de trans¤ections
Ž .lineaires hereditaire engendre par les trans¤ections lineaires E; e telles queÂ Â Â Â Â
x "1 f E.
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Ž .Preu¤e. Pour montrer que S t a b x est engendre par des transvectionsÂ
w xlineaires il suffit simplement d'appliquer le theoreme de McCool 12 dansÂ Â Á
la version que nous en donnons par le theoreme 2.2.Â Á
Ž 4. 4Considerons l'ensemble de troisieme espece P s z ; z g Y et leÂ Á Á
Ž .2-complexe etiquete K s K G , R , soit un circuit p dont l'origine etÂ Â p w w
l'extremite sont le mot x. Soit x le facteur le plus a gauche de p ayant laÂ Â Á
Ž .forme s E; e ou s est une permutation qui envoie x sur un certain yÁ
Ž .different de x et ou E; e est un automorphisme de Whitehead quiÂ Á
Ž . Ž .appartient a S t a b y . D'apres la relation R6 de la presentation deÁ Á Â
Ž . Ž . Ž y1 y1.A u t F donnee au paragraphe 2, s E, e s Es ; es s et il est clairÂ
Ž y1 y1. Ž .que l'automorphisme de Whitehead Es ; es appartient a S t a b x .Á
En poursuivant ce procede le nombre suffisant de fois on parvient donc aÂ Â Á
factoriser completement p en un produit tm ou t est un produit d'auto-Á Á
morphismes de Whitehead et m une permutation, possedant tous laÂ
Ž .propriete du lemme. Il est clair qu'une permutation de S t a b x appar-Â Â
Žtient au groupe symetrique du groupe librement engendre par X y X lÂ Â
 y14.x, x et qu'elle est donc un produit de transvections lineaires deÂ
Ž .S t a b x .
Ž .Il reste a prouver que S t a b x est hereditaire. Considerons un circuit rÁ Â Â Â
dont l'origine et l'extremite sont le sommet X, etiquete par x tel queÂ Â Â Â
Ž .l r s 1. D'apres le theoreme 2.2, nous savons queÁ Â Á
k
y1r s p r p ,Ł i i i
is1
ou r s › f pour une certaine facette f de K 2 et ou py1r p est unÁ Ã Ái i i i i i
chemin d'origine et d'extremite x. Si r est une permutation circulaireÂ Â i
Ž . Ž .d'une des relations R1 a R6 elle est necessairement un produit deÁ Â
Ž .transvections et de permutations appartenant a S t a b y pour un certainÁ i
Ž .y , y g Y, sauf si r est une permutation circulaire de R6 auquel cas oni i i
y1Ž . Ž .y1 Ž .peut avoir r s s E; e s Es ; es avec y s / y et Es ; es gÃi i i
Ž .S t a b y . Dans tous les cas il existe une permutation s telle que y s s xi i i i
et
y1y1 y1 y1 y1 y1 y1p s s r s s p s s p s r s s pŽ . Ž . Ž .i i i i i i i i i i i i i i
Ž y1 .est une consequence de s r s qui est evidement la frontiere d'une faceÂ Â Ái i i
Ž . Ž .associee a une des relations R1 a R6 contenant X et n'impliquant queÂ Á Á
Ž .des transvections et de permutations appartenant a S t a b x saufÁ
y1Ž . Ž .y1 Ž .eventuellement pour s E; e s Es ; es avec y s / y et Es ; es gÂ i i
Ž . y1Ž . Ž .S t a b y mais dans ce cas en replacËant s E; e s par Es ; es oni
Ž .obtient la relation R1 . On a donc une presentation qui est un casÂ
² :particulier de G ; R dont on deduit facilement une presentation L0]L5Â Âw w
² :comme cas particulier de G , R :n n
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Ž 4 . "1Les generateurs sont les transformation de Nielsen a ; b avec a / xÂ Â
et les permutations de S avec pour relations:x
xL0 un ensemble de relations definissant S ;Â x
Ž 4 .y1 Ž 4 y1 .L1 a ; b s a ; b ;
wŽ 4 . Ž 4 .x "1 "1L2 a ; b , c ; d s 1 si a / c, d ; b / c ;
wŽ 4 . Ž 4 .x Ž 4 . "1L3 a ; b , b ; c s a ; c si a / c ;
Ž 4 .Ž y14 .Ž y14 y1 . Ž y1 y1 .L4 b ; a a ; b b ; a s a, b , a , b ;
y1Ž 4 . Ž 4 .L5 s a ; b s s as ; bs , ou s s S . C.Q.F.D.Á x
Ž .LEMME 4.4. Soit L un mot lineaire, S t a b L est engendre par l'ensem-Â Â
ble d'automorphismes T comprenant: les permutations de S , les transfor-L L
Ž 4 .mations de Nielsen a ; b telles que a f Y , et les trans¤ections lineairesÂL
Ž y14 y1 . Ž y14 . Ž y14 . Ž y14 .a, b ; a b , a, b ; ab , a, b ; ba , et a, b ; c ou abe L .Á
Preu¤e. Nous procedons par recurrence finie sur la longueur de L .Â Â
< <}D'apres le lemme 3 la propriete est vraie pour L s 1.Á Â Â
< <}Supposons qu'elle soit vraie pour un mot lineaire L avec 1 - L - nÂ
et demontrons qu'elle l'est pour le mot lineaire L y, ou y g Y. PosonsÂ Â Á
q Ž 4 .x s L et soit la transvection t s x ; y , nous utilisons le fait que
L y s Lt et que par consequent t induit par conjugaison un isomor-Â
Ž . Ž .phisme de S t a b L sur S t a b L y . Il suffit donc de demontrer que si tÂ
est une transvection lineaire appartenant a l'ensemble T alors ty1 tt seÂ Á L
decompose en un produit de transvections lineaires appartenant a T .Â Â Á L y
Pour simplifier les calculs nous utilisons les egalitesÂ Â
y1y1 2 y1 y1 y1 4  4  4a, b ; b s a, b ; a b a, b ; ab ,Ž . Ž . Ž .
y1y1 y2 y1 y1 y1 4  4  4a, b ; a s a, b ; a b a, b ; ab ,Ž . Ž . Ž .
y2y1 y1 y1 y1 4  4  4a, b ; ba s a, b ; a b a, b ; ab .Ž . Ž . Ž .
Ž 4 . "1I. t s a ; b avec a f X .L
A. a / y "1:
"1 1Ž 4 . Ž 4 .1. b / x , t a ; b t s a ; b ;
« y1Ž 4 .« ŽŽ 4 .Ž 4 ..«2. b s x , t a ; x t s a ; y a ; x .
B. a s yy1 :
"1 y1Ž y14 . Ž y14 .1. b / x , t y ; b t s x, y ; b ;
« y1Ž y14 .« Ž y14 .«2. b s x , t y ; x t s x, y ; xy .
C. a s y:
"1 y1Ž 4 . Ž y14 2 .Ž y14 .Ž y14 2 .1. b / x , t y ; b t s x, y ; y x, y ; b x, y ; y ;
« y1Ž 4 .« Ž y14 .«2. b s x , t y ; x t s x, y ; yx .
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Ž . "1 "1II. s s a, b avec a , b f X .L
"1 y1Ž . Ž .A. a, b / y : t a, b t s a, b .
"1 « y1Ž .B. a / y , b s y : t a, y t s
Ž «4 .Ž y1 .Ž y14 .y1Ž 4 .y1a ; y a, a x, y ; a a ; y .
Ž y1 . "1III. s s a, a avec a f X .L
"1 y1Ž y1 . Ž y1 .A. a / y : t a, a t s a, a .
« y1Ž y1 . Ž y14 2 .B. a s y : t a, a t s x, y ; y .
Ž y14 .IV. t s a, b ; e ou abe L .Á
A. x n'a pas d'occurrence dans e: ty1 tt s t.
B. b s x:
y1 y1Ž y14 y1 .1. e s a x, t a, x ; a x t s
Ž y14 .y1Ž y14 .Ž y14 2 .a, x ; xa a, x ; y a, x ; x ,
y1Ž y14 . Ž y14 .Ž y14 .2. e s ax, t a, x ; ax t s a, x ; y a, x ; ax
y1Ž y14 .3. e s xa, t a, x ; xa t s
Ž y14 y1 .y1Ž y14 .y1Ž y14 y2 .a, x ; a x a, x ; y a, x ; a .
Ž y14 . y1Ž y14 .C. t s r, s ; x ou rse L : t r, s ; x t sÁ
Ž y14 .Ž y14 .r, s ; y r, s ; x . C.Q.F.D.
Ž .COROLLAIRE 4.3. Soit L un mot lineaire, S t a b L est engendre par lesÂ Â
Ž .trans¤ections lineaires E, e telles que d L s 0.Â E
Preu¤e. Nous avons vu dans l'exemple 1 que les permutations de SL
sont des produits de transvections lineaires du groupe d'automorphismesÂ
engendre par X y X . Ensuite toutes les transvections de l'ensemble TÂ L L
sont lineaires, toutes verifient la relation d L s 0 d'ou le resultat.Â Â Á ÂE
C.Q.F.D.
Ž .COROLLAIRE 4.4. S t a b L est un groupe de trans¤ections lineairesÂ
maximal pour la propriete d L s 0.ÂÂ E
Ž .Il reste a etablir S t a b L est un groupe de transvections elementairesÁ Â Â Â
hereditaire. En l'absence d'une generalisation du lemme de reduction desÂ Â Â Â Â
pics nous sommes obliges d'avoir recours a une preuve directe13 assezÂ Á
penible, construite sur une recurrence finie comme le lemme 4. Pour neÂ Â
pas alourdir cet expose nous donnons ce resultat sans preuve:Â Â
Ž .THEOREME 4.1. S t a b L est un groupe de trans¤ections elementairesÂ Á ÂÂ
hereditaire.Â Â
Cas d'un mot circulaire
ÃSoit L un mot lineaire de F, tout automorphisme f stabilisant L peutÂ
Ž .se decomposer en un produit f s ct ou c g S t a b L et ou t appar-Â Á Á
13Cette preuve peut se simplifier en generalisant la proposition 3, nous la publieronsÂ Â
ulterieurement.Â
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tient au groupe des automorphismes internes. Ces deux groupes etant desÂ
groupes de transvections lineaires hereditaires on peut facilement enÂ Â Â
ÃŽ . Ž .deduire voir la fin de l'exemple 4 qu'il en est de meme pour S t a b L .Â Ã
Nous terminons cette partie par l'etude d'un diagramme de courtes se-Â Â
quences exactes representant des extensions de groupes de transvections.Â
Designons par K le sous-groupe normal de F engendre par L et parÂ ÂL
² :F s X ; L le quotient de F par K . Puisque L est primitif, F estL L L
libre et son rang est celui de F diminue de 1.Â




SL 6ÃS t a b L A u t F .Ž .Ž . L
Preu¤e. Posons y sqL et designons par F le groupe libre engendreÂ Ây
Ž  "14.par l'ensemble de generateurs X s X y X l y . L'application t :Â Â 1 L
X “ F definie parÂy






A u t F A u t F .Ž . Ž .L y
ÃŽ . Ž .Il est clair que l'application S de S t a b L dans A u t F induite par leL L
ÃŽ .morphisme s est aussi un morphisme. Soit f g S t a b L un automor-L
phisme, alors c s fS T est l'automorphisme de F ,L L y
c : x “ xf t pour tout x / y "1 .L
Pour etablir la surjectivite de S il suffit de montrer que toute transforma-Â Â L
Ž .tions de Nielsen et toute permutation de A u t F a une pre-image dansÂy
ÃŽ . Ž 4 .S t a b L . Une transformation de Nielsen a ; b telle que a f Y , b fL
y "1 ou une permutation n'impliquant pas les lettres de Y sont leursL
propres images.
< < < <Montrons par induction finie sur L y u que, pour tout facteur gauche
< < Žq 4 .u de L , avec u - L , la transformation de Nielsen u ; a et l'inversion
q q y1 ÃŽ Ž . . Ž . Ž .u, u de A u t F ont une pre-image dans S t a b L . Ceci estÂy
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ŽŽq .y14 .suffisant car on en deduit que u ; a a une pre-image par la relationÂ Â
y1 y1 y1q q q q q q 4u ; a s u, u u ; a u, uŽ . Ž . Ž .Ž . 4 Ž . Ž .ž /
et que les transpositions ont une pre-image par la relationÂ
 4 y1  4  y1 4 y1a, b s a ; b b ; a a ; b b, b .Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .
v
q y1 q y2< < < < Ž 4 Ž . .u s L y 1. La transvection u, y ; u a pour image l'in-
Žq Žq .y1. Žq ." 1 " 1version u, u . Pour tout x / u , y la transvection
Žq y14 . Žq 4 .u, y ; x a pour image la transformation de Nielsen u ; x .
v
y1 q< < < < Ž 4 .u - L y 1, soit z tel que uze L . Par hypothese z ; u a uneÁ
Žq y14 Žq .y2 . 2pre-image t , alors u, z ; u t a pour image l'inversionÂ
Žq Žq .y1 . Ž y14 .u, u . Ensuite par hypothese z ; x a une pre-image t , alorsÁ Â
Žq y14 . Žq 4 .u, z ; x t a pour image la transformation de Nielsen u ; x .
Žq 4 .Il reste le cas de u ; z . Par hypothese il existe une lettre t tel queÁ
uzte L . La transvection
y1 y1q q q qy1 y1 y1 q y1 4  4  4  4u, t ; z s u, t ; z u, z ; z u u, t ; zŽ . Ž . Ž . Ž .
Žq 4 .a pour image la transformation de Nielsen u ; z . C.Q.F.D.
ÃŽ . Ž .Designons par K e r L le noyau de l'epimorphisme S , puis par A u t FÂ Â L L
ÃŽ .le groupe des automorphismes externes de F , par S t a b L le groupeL
ÃŽ .S t a b L rF. L'epimorphisme S induit un epiomorphisme S dont leÂ ÂL L
ÃŽ .noyau est designe par K e r L . En identifiant les groupes K , F, et F aÂ Â ÁL L
des groupes d'automorphismes internes on a donc un diagramme de
Ž .courtes sequences exactes voyez la Fig. 6 dont le carre inferieur droit estÂ Â Â
commutatif. Il s'agit du cas le plus simple d'un schema general que nousÂ Â Â
retrouverons a propos des groupes 'automorphismes des groupes fonda-Á
mentaux des surfaces orientables.
Exemple 4. Les groupes des tresses et des tresses pures
Dans un article14 intitule Automorphic Sets and Braids and SingularitiesÂ
w xBrieskorn Brie reunit dans une meme etude un certain nombre deÃ Â
14Comme nous l'indiquions dans l'introduction, cet article nous a ete signale par leÂ Â Â
``referee,'' nous examinerons ulterieurement les liens qui semblent exister entre les ensem-Â
bles automorphes et les torsions algebriques.Â
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FIGURE 6
Ž .sous-groupes de A u t F comprenant le groupe des tresses et des groupes
apparentes pour lesquels une presentation est connue et, comme onÂ Â
pouvait s'y attendre, ce sont tous des groupes de transvections. Tous ces
groupes peuvent s'interpreter comme les stabilisateurs de differents en-Â Â
sembles. Nous presentons les choses de ce point de vue qui permet d'eviterÂ Â
w xl'usage des indices. Nous verrons dans Piol.3 que certains generateurs deÂ Â
ces groupes sont des torsions algebriques.Â
Dans toute la suite de cet exemple L designe un mot lineaire maximumÂ Â
< < < < < <quelconque, c'est a dire un mot lineaire L tel que L s X s X avecÁ Â L
 4X s x g Y ; xe L .L
Considerons les ensembles de deuxieme espece suivants:Â Á Á
 4  4b s L , x; x g X ; t s x ; x g X ; 4 Ž .Ã ÃŽ .L L
 4  4p s L , x , . . . x g X ; u s x; x g X ; 4Ž .Ã ÃŽ .L L
Ã 4g s L , x; x g X ; 4ÃŽ .L
Ã  4 4h s L , x , . . . x g X .ÃŽ . L
w x ŽDans Brie Brieskorn considere les stabilisateurs de ces ensembles aux-Á
ÃŽ . Ž .quels on pourrait evidemment ajouter S t a b L et S t a b L que nousÂ
.avons etudies dans l'exemple precedent , ainsi que les centres C deÂ Â Â Â
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Ž . Ž .S t a b b et J de S t a b g qui est le groupe des automorphismes
internes de F.
Ã 4Soit g* le graphe co-initial de l'ensemble de premiere espece L jÁ Á
 4x; x g X . Cet ensemble de mots etant quadratique alterne, g* est unÃ Â ÂL
cycle, et chaque element de Y y apparaõt une fois comme sommet. CeÂ Â Ã
Ž y1 .graphe contient tous les arcs x , x avec x g X . A tout ue L nousL
associons l'unique chemin15 u d'origine yu et d'extremite qu dans g*.Ã Â Â
ÂL'ensemble des sommets contenus dans ce chemin est note U. Ce cheminÂ
Žy .y1 Žq .y1contient donc aussi le chemin u d'origine u et d'extremite uÁ Â Â
Ádont l'ensemble des sommets est note U.Â
Ž .B s S t a b b est le groupe des tresses, il est engendre par l'ensembleÂ
Ž y14 y1 .des transvections gauches de la forme s s x, y ; x y ou x, y g X etÁxy
xye L . Ce sont les automorphismes de tresses classiques.
Les autres transvections sont, pour ue L :
Á y qŽ .toutes les transvections lineaires gauches s s U; u u ,Â u
ÂŽ .toutes les transvections lineaires droites t s U; u ,Â u
toutes les transvections droites quadratiques alternees r sÂ u
Â q y y1Ž w Ž . x.U; u, u .
Ces transvections verifient les relation suivantes: posons pour tout u, ue L ,Â
S s s ,Łu xy
xyeu
le produit etant fait dans l'ordre naturellement induit sur les facteurs xyÂ
par L , alors
< <2 u qy1r s s , t s S , s s S s S , ou xy, ue L et x s uŽ . Ž . Áu u u u u u xy u
Ž .pour la premiere relation voir la remarque 1.4 .Le groupe B est evidem-Á Â
ment un groupe de transvections lineaires puisque les generateurs s sontÂ Â Â xy
des transvections lineaires. Mais il est aussi hereditaire: soit les lettresÂ Â Â
Ž . Ž .x, y, z g X avec xyze L , la relation R05 de la presentation de A u t FÂL
 y14  y14 16est verifiee par s et s puisque x, y l y, z s B et queÂ Â xy yz
y1y1 y1 y1y z s s x y s s x z,Ž .Ž . Ž .xy yz
15 w xCes constructions seront explicitees dans Piol.3 , il s'agit de la determination des torsionsÂ Â
algebriques associees a un ensemble de deuxieme espece.Â Â Á Á Á
16Ces proprietes sont a rapprocher de celles des ensembles automorphes etudies dansÂ Â Á Â Â
w x ŽBrie ainsi que des relations entre les torsions de Dhen dites ``relations de tresses'' voir par
w x.exemple Gerv .
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on a donc les relations
y1 y1s s s s s s s s s .Ž . Ž .xy yz xy xyz yz xy yz
qui ont pour consequence la relationÂ
s s s s s s s .xy yz xy yz xy yz
w xLes autres relations, de la forme s , s s 1 avec x, y, r, s g X ,xy rs L
Ž .xy, rxe L , et y / r, sont les consequences evidente de la relation R04 .Â Â
Ceci prouve que le groupe des tresses est un groupe de transvections
lineaires hereditaire. Remarquons que B est aussi hereditaire par rapportÂ Â Â Â Â
Ž .a S t a b L qui est maximal pour la propriete d L s 0 verifiee par lesÁ Â Â Â ÂE
transvections s .u
Ž . 17P s S t a b b est le groupe des tresses pures, il est engendre par lesÂ
transvections quadratiques alternees r , definies plus haut. Les relationsÂ Âu
de ce groupe sont connues mais, ne connaissant pas de presentation pourÂ
son groupe maximal qui est le groupe des IA-automorphismes, on ne peut
pas determiner s'il est hereditaire.Â Â Â
Ž .G s S t a b g est engendre par les generateurs de B et par les auto-Â Â Â
morphismes internes.
Ž . Ž .Si E; e est une transvection quelconque et Y; w un automorphisme
Ž .interne, la relation R04 est toujours verifiee:Â Â
y1 y1R04 E; e Y ; w E; e s Y ; w E; e .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Considerons un produit g d'elements de G tel que g s 1. Alors g s bi ouÂ Â Â Á
b est un element de B et i un element de J. Ou bien b s 1 et i s 1Â Â Â Â
auquel cas g s 1 est une consequence des relations de B et de celles de JÂ
Ž .donc des relations de A u t F , ou bien b / 1 et i / 1 et dans ce cas
b s i, donc b g C et la conclusion est la meme. G est un groupe deÃ
transvections lineaires hereditaire.Â Â Â
Ž .H s S t a b h est de la meme facËon engendre par les generateurs de GÃ Â Â Â
et par les automorphismes internes, il est lineaire et hereditaire.Â Â Â
Ž .T s S t a b t a aussi ete etudie par McCool qui en donne une presenta-Â Â Â Â Â
w x Ž w x.tion en McCo.3 voir aussi les references dans Coll.2 . C'est un sous-Â Â
groupe du groupe des IA-automorphismes qui a pour propriete caracteris-Â Â Â
Ž . Ž .tique de contenir toutes les transvections E; e pour lesquelles u X estE
Ž .le vecteur nul voyez la definition 3.1. pour X , u est le trivialiseur , dansÂ E
ce sens c'est un groupe maximal. Les generateurs sont les transvectionsÂ Â
17 w x w x Ž .Dans Arti et dans Mag2, p. 173 les generateurs de P F sont donnes explicitementÂ Â Â
sous la forme de transvections.
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Ž "14 .lineaires droites x ; y ou x, y g X, x / y. La presentation donnee parÂ Á Â Â
w xMcCool en McCo.3 est
Ž . Ž "14 .Ž "14 . Ž "14 .Ž "14 .Z1 x ; y z ; y s z ; y x ; y ,
Ž . Ž "14 .Ž "14 . Ž "14 .Ž "14 .Z2 x ; y z ; t s z ; t x ; y ,
Ž . Ž "14 .Ž "14 .Ž "14 . Ž "14 .Ž "14 .Ž "14 .Z3 x ; y z ; y x ; z s x ; z x ; y z ; y ,
 "14  "14  4 Ž . Ž .avec r l s s B pour r, s g x, y, z, t . Les relations Z1 et Z2
Ž .sont des cas particuliers de la relation R04 . Ensuite
Ž . Ž "14 .Ž "14 . Ž "1 "14 .R03 x ; y z ; y s x , z ; y ,
Ž . Ž "14 . Ž "1 "14 .R06 x ; z s x , z ; z ,
Ž . Ž "1 "14 .Ž "1 "14 . Ž "1 "14 .R03 x , z ; y x , z ; z s x , z ; zy ,
Ž . Ž "1 "14 .Ž "1 "14 . Ž "1 "14 .R03 x , z ; z x , z ; y s x , z ; zy .
Ž . Ž . Ž .La relation Z3 est donc une consequence de R03 et R06 . Ceci prouveÂ
que T est un groupe de transvections lineaires hereditaire.Â Â Â
Ž .U s S t a b u contient toutes les transpositions, il n'est pas lineaire auÂ
sens strict, mais sa presentation, comme le montre la presentation de T,Â Â
² :est un cas particulier de G ; R avec pour groupe de symetries le groupeÂw w
des permutations de l'ensemble X .L
C est le centre de B il est engendre par la transvection lineaire droiteÂ Â
Ž .Y; L qui est un automorphisme interne, il est donc trivialement heredi-Â Â
taire.
J est le groupe des automorphismes internes engendre par les transvec-Â
Ž .tions lineaires Y; x avec x g X. Il est isomorphe au groupe libre de baseÂ
X, et les relation entre les automorphismes internes lineairesÂ
Y ; u Y ; v s Y ; uv ,Ž . Ž . Ž .
Ž .sont un cas particulier de la relation R02 , c'est donc un groupe de
transvections lineaires hereditaire.Â Â Â
Exemple 5. Les groupes d'automorphismes des groupes de surfaces
Pour conclure cette etude, nous passons rapidement sur ces exemplesÂ
w xpuisque notre prochain article Piol.3 sera entierement consacre auxÁ Â
stabilisateurs des ensembles de deuxieme espece quadratiques alternes,Á Á Â
ensembles parmi lesquels se trouvent les pre-images des groupes d'auto-Â
morphismes des groupes de surfaces.
Ž .Le groupe des classes d'applications du tore prive de m points M 1, mÂ
est engendre par les automorphismes induits par le stabilisateur de l'en-Â
Ž w x4  y1 y14.semble de deuxieme espece P s c ??? c a, b , c , . . . , c . CeÁ Á Ã Ã1, m 1 m 1 m
w xgroupe a ete calcule par Magnus Magn.1 , qui donne comme generateursÂ Â Â Â Â
Žles automorphismes de tresses de c ??? c qui sont des transvections1 m
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. w xlineaires , les transformations elementaires de Nielsen qui stabilisent a, b ,Â Â Â
et un automorphisme t qui est en realite le produit rt ou r est laÂ Â Á
Ž 4 .transvection b , a et t la transvection
c , cy1 , a, ay1 , b ; c a . 4Ž .m m m
C'est donc un groupe de transvections lineaires.Â
Le groupe des classes d'applications d'une surface de genre g fermeeÂ
Ž .M g, 0 est engendre par les automorphismes induits par les transvectionsÂ
stabilisant le mot associe au polygone canonique de la surface, soitÂ
w x w x Ž 4 .P s a , b ??? a , b , ce sont les transformations de Nielsen a ; bg , 0 1 1 g g i i
Ž 4 .et b ; a , 1 F i F g, et les transvectionsi i
T s b , a , by1 , ay1 ; by1 a b ay1 avec 1 F i - g . 4Ž .i i i i iq1 i iq1 iq1 iq1
Ces automorphismes ont ete calcules de differentes facËons par Birman etÂ Â Â Â
w x w xHilden Birm.1 , Gold Gold dans sa these, ou l'auteur a traduit enÁ
Ž w x.transvections tous les generateurs calcules par Dehn voir Dehn pourÂ Â Â
w xune surface de genre 3, et enfin par McCool McCo.5 . Les transvections Ti
ne sont pas lineaires, mais la relationÂ
y1 y1 4  4  4  4b ; a a ; b T a ; b b ; aŽ . Ž . Ž . Ž .iq1 iq1 iq1 iq1 i iq1 iq1 iq1 iq1
s b , a , by1 , ay1 , b , a ; by1 a 4Ž .i i i iq1 iq1 iq1 i iq1
Ž .montre que S t a b P est un groupe de transvections lineaires.Âg
w xNous verrons dans Piol.3 que toutes ces transvections sont en realiteÂ Â
des torsions algebriques particulieres et que ces resultats se generalisent aÂ Á Â Â Â Á
tous les ensembles de deuxieme espece quadratiques alternes, donc auxÁ Á Â
surfaces orientables quelconques. La conjecture que ces groupes soient
elementaires hereditaires, comme le groupe des tresses, est tres forte, laÂ Â Â Â Á
verification de cette hypothese permettrait de voir sous un eclairageÂ Á Â
nouveau, du point de vue algebrique, les groupes d'automorphismes desÁ
groupes de surfaces.
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